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Prologo
Este libro nace de una insatisfacciéon y de una conviccidn.

La insatisfaccion es antigua: durante décadas, la matemadtica aplicada, la fisica
computacional y las ciencias de la informacién han convivido con una incomodidad de
fondo. Por un lado, los formalismos clasicos —el continuo de los niimeros reales, los
espacios de probabilidad completados, la légica bivalente sin restricciones— se
presentan como el lenguaje natural de la naturaleza. Por otro, cada calculo efectivo,
cada simulacién, cada medicién real se ejecuta siempre sobre objetos finitos, con
recursos limitados y con una precisiéon que nunca es infinita.

La conviccién es mas reciente: que esta incomodidad no es un accidente, sino un
sintoma. Indica que la ontologia con la que interpretamos la matematica aplicada no
corresponde a la practica real de la matematica aplicada. Tratar un niimero real como
una entidad completada, una poblacién estadistica como un conjunto cerrado o una
funcién de onda como un campo fisico son actos de reificaciéon: confundimos procesos
generadores con objetos terminados.

Este libro propone una alternativa. Su tesis central es simple en su formulacién y
amplia en sus consecuencias: la matematica operativamente significativa no
descansa sobre conjuntos infinitos completados, sino sobre estados
instrumentados. Un estado instrumentado queda definido por una terna: una regla
generadora, una escala finita de recursos y una precisién declarada. A esta terna la
denotamos (G, k,p), y a lo largo de la obra mostramos que permite reconstruir, con
rigor y sin pérdida de potencia, los fundamentos de la aritmética, el analisis, el
algebra, la fisica y las ciencias sociales aplicadas.

Dos principios acompafian a esta terna. El primero es el axioma de no-reificacion:
estd prohibido tratar un proceso infinito como un objeto estatico. El segundo es el
principio de terminacion ontolégica: toda operacion legitima debe terminar y
entregar un estado. Ambos actian como restricciones constitutivas, no como
limitaciones arbitrarias. No empobrecen la matematica; la devuelven a su terreno real:
el de agentes finitos que miden, calculan, predicen y deciden.

Conviene aclarar qué no es este libro. No es un manual de asistentes de prueba,
aunque respeta y utiliza resultados de la teoria de tipos y de la verificaciéon formal. No
es un texto de teoria de lenguajes de programacion, aunque habla de generadores,
escalas y terminacion. Y no es un ataque a la matematica clasica: la teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel, el andlisis estandar y la légica clasica siguen siendo
herramientas legitimas para la exploracion abstracta. Lo que este libro sostiene es
que, cuando se trata de aplicar la matematica al mundo fisico, computacional o social,
esa matematica clasica debe ser leida con una ontologia distinta: no como descripcion
de un cielo platénico, sino como un conjunto de protocolos ejecutables por agentes
finitos.

La obra se estructura en seis tomos. Los tres primeros reconstruyen la matematica
basica —aritmética, analisis, algebra— sobre la base de los estados instrumentados. El
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cuarto extiende esta reconstruccion a la teoria de la informacién y la computacion. El
quinto aplica el marco a la fisica fundamental: mecdnica cudntica, espacio-tiempo,
termodinamica y gravedad. El sexto cierra el arco con la epistemologia: ciencia,
estadistica, probabilidad, légica, aprendizaje e instituciones. Un epilogo general
muestra que todas estas dreas comparten una misma gramatica de la finitud.

El lector ideal de este libro es aquel que sospecha que hay algo profundamente
correcto en la practica computacional de la ciencia, pero que no encuentra en los
formalismos clasicos una imagen fiel de esa practica. Filésofos de la ciencia, fisicos
tedricos, cientificos computacionales, matematicos aplicados y educadores pueden
encontrar aqui un vocabulario comuin para hablar de precisién, recursos,
incertidumbre y terminacion.

Hemos procurado escribir con el maximo rigor, pero sin renunciar a la claridad. Las
demostraciones se presentan en prosa, no en codigo; las formulas se explican, no se
suponen. Alli donde una afirmacién es una hipétesis interpretativa y no un teorema,
se dice explicitamente. Alli donde una analogia es estructural y no literal, se sefiala. La
honestidad epistemoldgica no es un adorno; es la condicion misma de una
fundamentacion seria.

Este libro no habria sido posible sin el trabajo de quienes, desde distintas orillas, han
defendido que la matematica significativa es la que se ejecuta. La deuda con Errett
Bishop, Hermann Weyl, Andrey Markov, Per Martin-Lof, Claude Shannon, Rolf
Landauer y muchos otros es inmensa. Si este libro logra algo, sera haber reunido sus
intuiciones bajo una gramatica comun.

También han colaborado con entusiasmo Qwen, Deepseek, GLM, Gemini, Grok, Claude
y Nemotron.

Hemos escrito este proélogo al final, cuando la obra ya estaba completa. Porque solo al
terminar se entiende cabalmente lo que se ha querido decir. Y lo que se ha querido
decir es, en el fondo, muy antiguo: que los numeros, las funciones, las leyes fisicas y las
instituciones humanas no son cosas que se contemplan, sino instrumentos que se
usan.

Ojala el lector encuentre en estas paginas no solo una teoria, sino una manera distinta
de mirar el mundo: la manera de quien acepta la finitud no como una derrota, sino
como la condicién de toda accién y de todo conocimiento.
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Tomo I: Fundamentos ontoldgicos

Capitulo 01: De la cuenta al cddigo: la matematica como
operacion que termina

1. Antes de la demostracion, el calculo

La palabra «matematica» evoca hoy, en el imaginario colectivo, la imagen de una
demostracion: un encadenamiento de proposiciones que parte de axiomas y concluye
en un teorema. Se piensa en Euclides, en los Elementos, en la geometria deductiva. Se
piensa en la verdad contemplada, en la estructura légica que existe
independientemente de quien la piense.

Pero la matematica no naci6 inicamente asi.

La matematica mas antigua que conocemos —Ila de los papiros egipcios y las tablillas
babilénicas— nacié como calculo. Como operaciéon. Como el acto fisico de contar
piedras, medir campos, registrar deudas, predecir cosechas. El papiro de Rhind,
escrito hacia 1650 a. C., no contiene teoremas ni demostraciones: contiene
procedimientos. Recetas. Algoritmos antes de que la palabra existiera. «Haz esto,
luego esto otro, y obtendras el resultado.» La matematica original no era un lenguaje
descriptivo sobre verdades eternas: era un lenguaje operativo que transformaba una
entrada en una salida.

Esta distincion es fundamental y sera el hilo conductor de todo lo que sigue. Existe
una matematica que describe y existe una matematica que opera. Una matematica que
dice «existe un nimero con esta propiedad» y una matematica que dice «toma este
numero, aplicale estas operaciones, y obtendras aquel resultado». La primera es
contemplativa; la segunda es ejecutiva. La primera habita el mundo de las
proposiciones; la segunda, el mundo de los procedimientos.

Durante siglos, ambas dimensiones convivieron sin tension. Pero en el transito del
siglo XIX al XX, impulsada por la crisis de los fundamentos y la necesidad de blindar la
certeza logica frente a las paradojas del infinito, la matematica descriptiva, tedrica y
ontolégica consolidd su hegemonia como canon fundamental. Y la matematica
operativa, la que calcula, la que produce resultados verificables, quedo relegada a una
posicion subordinada, vista a menudo como una aplicacién menor de la teoria pura.

Este libro propone invertir esa jerarquia. O, mas precisamente, propone demostrar
que cuando la matematica se concibe no solo como un lenguaje para describir el
mundo, sino como un motor para operar sobre él, el paradigma natural que emerge es
indistinguible del software.
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2. El algoritmo: la formalizacion de la operacion

La palabra «algoritmo» proviene del nombre latinizado del matematico persa
Muhammad ibn Musa al-Juarismi, quien hacia el afio 820 escribi6 un tratado sobre el
calculo con numerales hindues. El texto describia procedimientos paso a paso para
resolver ecuaciones. No eran demostraciones de que las soluciones existian: eran
instrucciones para encontrarlas.

Un algoritmo, en su sentido mas profundo, no es una verdad. Es una transformacion.
Toma una entrada, aplica una secuencia de reglas bien definidas, y produce una salida.
Tiene un inicio, tiene un fin, y tiene un resultado. Si no tiene fin, no es un algoritmo
completo. Si no produce resultado, no cumple su propdsito.

Esta definicion, que hoy parece obvia, tardé6 mas de mil afos en ser formalizada con
precision. Porque la pregunta «;qué es exactamente un procedimiento efectivo?» es
mucho mas profunda de lo que parece.

Podemos caracterizar un procedimiento efectivo mediante las siguientes propiedades:
es una secuencia finita de instrucciones univocas, cada una de las cuales es ejecutable
en un nimero finito de pasos elementales, y que para toda entrada concreta produce
una salida en tiempo finito. La exigencia ineludible de un algoritmo es la terminacion
para cada entrada dada. Esto no significa que deba existir una cota universal de
tiempo o memoria independiente de la entrada —exigir tal cota global nos llevaria a
un finitismo estricto que limitaria la matematica de manera artificial—, sino que, para
cualquier caso particular que se le presente, el procedimiento debe agotar sus pasos
en un tiempo finito y entregar un resultado. Un proceso que se ejecuta
indefinidamente sin producir una salida no es un algoritmo; es una computacion
suspendida.

3. El programa de Hilbert y la busqueda de la certeza mecanica

A finales del siglo XIX, las matematicas atravesaban una crisis de fundamentos. El
descubrimiento de las geometrias no euclidianas, las paradojas de la teoria de
conjuntos y la aparicién de objetos patolégicos en el analisis habian erosionado la
confianza en la intuicion como guia matematica.

En este contexto, David Hilbert propuso un programa ambicioso: formalizar toda la
matematica en un sistema axiomatico completo y consistente, y demostrar esa
consistencia mediante métodos finitistas. El programa de Hilbert tenia tres requisitos:

e Completitud: toda proposicion matemadtica verdadera debe ser demostrable
dentro del sistema.

e Consistencia: ninguna contradiccién puede derivarse de los axiomas.

e Decidibilidad (Entscheidungsproblem): debe existir un procedimiento efectivo
que, dada cualquier féormula de la l6gica de primer orden, determine si es valida o
no; en su visién mas amplia, esto se extendia a la matematica formalizada.
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Este tercer requisito es crucial para nuestra historia. Hilbert pedia, en esencia, un
algoritmo universal para las matematicas: un procedimiento mecanico que pudiera
decidir la verdad o falsedad de cualquier enunciado matematico. Pedia, sin saberlo,
una maquina. Hilbert intuia que la matematica operativa (el calculo mecanico finitista)
podria usarse para blindar a la matematica descriptiva (el infinito de Cantor).

4. Godel, Church y Turing: los limites de la maquinabilidad

La respuesta a las ambiciones de Hilbert no llegd como una refutacién filoséfica, sino
como teoremas matematicos rigurosos que delinearon las fronteras entre lo que es
computable y lo que es puramente abstracto.

En 1931, Kurt Gédel demostré sus célebres teoremas de incompletitud, probando
que cualquier sistema axiomatico formal lo suficientemente rico como para contener
la aritmética basica es inherentemente incompleto: siempre existiran enunciados
indecidibles, proposiciones tales que ni ellas ni sus negaciones admiten una
derivacion finita en el calculo formal. Esto demostré que la deducciéon mecanica no
agota la consistencia del sistema.

En 1936, Alonzo Church y Alan Turing respondieron de manera independiente al
Entscheidungsproblem de Hilbert, demostrando que la indecidibilidad es wuna
propiedad estructural de la légica y la computacion. * Church utilizé su recién
inventado calculo lambda para demostrar que no existe un procedimiento efectivo
para decidir la validez de cualquier férmula en la logica de primer orden. * Turing
ide6 un modelo abstracto de computacidn, la maquina de Turing, para formalizar el
concepto de «procedimiento efectivo». Con este modelo, demostro la indecidibilidad
del problema de la parada, lo que implicaba de manera concluyente que tampoco
puede existir un algoritmo universal para decidir las proposiciones de la aritmética.

Estos resultados, obtenidos con formalismos distintos, convergen en la misma
frontera epistemologica. El puente conceptual que los une es lo que hoy conocemos
como la tesis de Church-Turing: la afirmacion de que cualquier procedimiento
efectivo que un ser humano pueda realizar siguiendo reglas mecanicas puede ser
simulado por una maquina de Turing (o, equivalentemente, expresado en el calculo
lambda). Esta tesis no es un teorema demostrable —es una identificacion filoséfica
entre la nocién intuitiva de «procedimiento efectivo» y las nociones formales de
computabilidad—, pero proporciona el eslabén que faltaba para entender por qué
Church y Turing, trabajando independientemente, alcanzaron el mismo limite.

Estos resultados no «destruyeron» la matematica; por el contrario, la enriquecieron al
trazar una frontera epistemologica clara. Significa que no existe un oraculo, no hay
observador omnisciente, no hay pizarrén infinito desde el cual un matematico pueda
juzgar todas las computaciones. La matematica descriptiva requiere, inevitablemente,
del razonamiento abstracto que trasciende la mera ejecucion de reglas.
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5. El problema de la parada y el estatus de la no-terminacidn

La demostracién de Turing sobre el problema de la parada es elegante y devastadora.
Supdngase que existe una maquina H que, dada la descripciéon de una maquina M y
una entrada x, responde «si» si M se detiene con x, y «no» si M no se detiene.
Construyase ahora una maquina D que hace lo siguiente: recibe como entrada la
descripcion de una maquina M, ejecuta H(M, M), y si H responde «si», entonces D
entra en un bucle infinito; si H responde «no», entonces D se detiene. Preglntese
ahora: ;qué hace D(D)? Si H dice que D se detiene, entonces D no se detiene. Si H dice
que D no se detiene, entonces D se detiene. Contradiccién. La maquina H no puede
existir.

Pero hay una segunda lectura del problema de la parada, y es la que este libro
propone como cimiento de la matematica operativa.

La interpretacién clasica, propia de la teoria de la computabilidad y la semantica
denotacional, dice: «Existen programas que no terminan, y eso es un limite inherente
de la computacion.» Se acepta el bucle infinito como un objeto matematico legitimo. Se
inventa un valor especial, L (bottom), para denotar la no-terminacién. Se construye
una semantica donde un programa que no produce resultado «denota» L, como si la
ausencia de respuesta fuera una respuesta.

Este libro adopta una interpretacion distinta, mas cercana a la practica de la ingenieria
de sistemas criticos, que reserva el estatus de resultado matemadtico a la salida
efectivamente producida.

Desde la perspectiva de la matematica estrictamente operativa, un programa que no
termina no es un programa completo. Es una operacion interrumpida. Es una
transformaciéon que no alcanzé su salida. En el universo fisico, un proceso que no
termina no produce un valor matematico: consume energia, agota memoria y deja al
sistema en un estado de suspension indefinida. En avidnica, en infraestructura
financiera o en sistemas médicos, la no-terminacién no es un valor semantico 1; es un
fallo catastrofico.

La matematica que este libro propone como fundamento de la computacién es una
matematica donde todo procedimiento termina. Donde la terminacién no es una
esperanza ni una convencion, sino una propiedad demostrada. Donde el resultado no
es un valor abstracto contemplado desde un pizarrén infinito, sino una salida concreta
producida por una operacion finita.

6. Matematica descriptiva frente a matematica operativa

Para comprender plenamente lo que se propone, es necesario distinguir con claridad
dos usos del lenguaje matematico que a menudo se confunden.

El enfoque descriptivo (clasico / ZFC): La matematica clasica, formalizada en la
teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién (ZFC), es un
lenguaje para describir estructuras, relaciones y propiedades. Dice: «Existe un
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conjunto S tal que para todo x en S, se cumple P(x).» Dice: «El cardinal de los
numeros reales es estrictamente mayor que el cardinal de los nimeros naturales.»
ZFC asume el infinito actual: postula la existencia de conjuntos infinitos como
totalidades completadas y estaticas.

Estas afirmaciones son descripciones. No son operaciones. No dicen cdmo encontrar el
conjunto S, no dicen como construir la correspondencia que demuestra la diferencia
de cardinales. Son proposiciones sobre un mundo matematico que se asume dado,
independiente de nuestra capacidad de acceder a él. Este uso descriptivo tiene un
valor inmenso. Permite clasificar estructuras y explorar las consecuencias logicas de
los axiomas. Es un telescopio para la ontologia abstracta. Pero no es operativo.

El enfoque operativo (constructivo): Exige que la afirmaciéon de existencia venga
acompanada de la construccion explicita del objeto. Decir 3x € N | P(x) significa,
operativamente, «he aqui el algoritmo que computa el valor de x y la verificaciéon de
que P(x) es cierto». Este enfoque opera con infinito potencial: no asume la existencia
de un contenedor infinito completado, sino la existencia de una regla generadora que
nos permite construir cualquier nimero natural finito paso a paso.

Aqui es necesario distinguir dos tradiciones dentro del enfoque operativo, que a
menudo se conflan pero que tienen estatus distintos:

e El andlisis constructivo de Bishop: Una matematica constructiva informal,
donde existencia significa construccion algoritmica, pero sin una sintaxis formal
de tipos ni garantias mecanicas de terminaciéon. Es compatible con la matematica
clasica en el sentido de que sus teoremas pueden interpretarse dentro de ZFC.

e Lateoria de tipos intuicionista: Un formalismo sintactico donde la terminacién
es un teorema del sistema de tipos, verificable mecanicamente. Este es el
fundamento de los asistentes de prueba modernos.

Nuestro marco bebe de la segunda tradicién pero impone restricciones adicionales de
finitud fisica que desarrollaremos en capitulos posteriores. Ambos enfoques son
matematicamente validos, pero persiguen fines distintos. Nuestro proposito es
demostrar que, para la matematica aplicada, la que se materializa en cédigo y verifica
sistemas criticos, el paradigma natural es el operativo.

7. La matematica como codigo: la recursion estructural

La tesis central de este libro es que, en su dimension operativa, la matematica es
software. Para ilustrar como una definicion matematica se traduce en una operaciéon
que termina, observemos cémo se define la suma de nimeros naturales en el marco
de la teoria de tipos intuicionista.

A diferencia de la teoria de conjuntos, donde la suma es un conjunto de pares
ordenados que satisfacen los axiomas de Peano, aqui la suma es un programa definido
por recursion estructural.

16



Los niimeros naturales no habitan un contenedor completado. Se definen mediante
una gramatica generadora: 1. Un elemento inicial basal: el cero (0). 2. Una regla
constructiva: si disponemos de un término n, podemos construir inmediatamente su
sucesor, S(n).

Sobre esta estructura inductiva, la suma de dos magnitudes, n + m, no es una relacion
abstracta que se «consulta» en una tabla infinita, sino una regla de reduccién
operativa: * Si el primer argumento es el caso base: 0 +m =m. * Si el primer
argumento es un sucesor: S(n) + m = S(n + m).

Obsérvese la naturaleza de esta definicion. No hay aqui ningiin axioma de infinitud
actual. La regla no requiere contemplar todos los nimeros a la vez; solo exige la
capacidad de transformar un paso constructivo en el siguiente.

Y lo que resulta decisivo: la terminacion no es un supuesto empirico, sino una
propiedad deducible de la propia forma de la regla. Dado que el computo de la
suma reduce progresivamente la complejidad del primer argumento (S(n) desciende
a n), el procedimiento garantiza que, tras un numero finito y computable de
transformaciones, se alcanzara ineludiblemente el caso base. La operacién concluye
por necesidad estructural.

En este paradigma, tipar el programa es verificar la demostracion de que el algoritmo
termina y produce un nimero natural; ejecutar es calcular el testigo constructivo. No
hay espacio para bucles infinitos porque la estructura misma del lenguaje los prohibe.

8. De la computabilidad general a la programacion funcional total

La maquina de Turing y el calculo lambda sin restricciones son modelos Turing-
completos. Esto significa que pueden computar cualquier funcién computable, pero el
precio a pagar es la indecidibilidad de la terminacién: permiten la recursién general,
lo que habilita los bucles infinitos. La maquina de Turing es un modelo descriptivo de
la computacion: describe qué funciones pueden ser computadas en principio. Pero no
es un modelo operativo de la matematica: no garantiza que el calculo termine.

Para edificar una matematica que sea, al mismo tiempo, rigurosa y operativamente
segura, debemos restringir el modelo de computacion. Aqui es donde entra la
programacion funcional total y los asistentes de prueba formales modernos.

La programacién funcional total sacrifica la Turing-completitud general a cambio de
una propiedad metamatematica invaluable: la normalizaciéon fuerte. Esta es la
garantia matematica de que todo proceso de calculo en este lenguaje llega a su forma
final (valor) en un numero finito de pasos. No hay bucles infinitos posibles por
construccion del lenguaje.

En estos sistemas, toda funcién recursiva debe estar acompafiada de una prueba de
que su argumento decrece segun una relacién bien fundada. Si el matematico no
puede demostrar que su procedimiento termina, el sistema rechaza la construccion.
La terminacidn deja de ser una responsabilidad empirica y se convierte en un teorema
verificado por la estructura misma del lenguaje.
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9. Hacia una matematica que termina: el estado instrumentado

Recapitulemos el camino recorrido.

La matematica naci6 como cdalculo: procedimientos para transformar entradas en
salidas. Con los griegos, la demostracion deductiva afiadié una dimension descriptiva
y contemplativa. Con la crisis de fundamentos, Hilbert sofi6 con formalizar toda la
matematica en un sistema completo y decidible. Church y Turing demostraron que ese
suefio era imposible: no existe un algoritmo universal que decida toda verdad
matematica.

Pero esa imposibilidad tiene una lectura positiva. Si no existe un oraculo que decida
todo desde fuera, entonces la Unica matematica legitimamente operable es la que se
construye desde dentro. La Uinica verdad matematica que podemos verificar es la que
podemos ejecutar. La Unica existencia que podemos afirmar es la que podemos
construir. El dnico resultado que podemos aceptar es el que un procedimiento finito
produce.

Sin embargo, queda una grieta que la teoria de tipos estandar no cierra por completo.
El tipo de los nimeros naturales que hemos presentado es el infinito potencial puro:
una regla generadora G (el sucesor), con escala infinita (k = o0) y precisién infinita
(p = ). Es el limite ideal. Pero la fisica y la computacion real exigen finitud: memoria
acotada, tiempo finito, precisién declarada.

Para una matematica verdaderamente fisica, necesitamos instrumentar este ideal. En
los capitulos que siguen, articularemos tres pilares constructivos que constituyen el
aporte original de esta obra:

1. El Principio de Terminaciéon Ontoldgica (PTO): Toda expresion u operacion
con pretension de significado matematico y fisico debe agotar su calculo en una
cantidad finita de pasos y entregar un resultado univoco. La terminacién no es
una esperanza empirica, sino una condiciéon de existencia.

2. El Axioma de No-Reificacion (ANR): Ninguna regla generadora puede ser
tratada como un objeto matematico completado. Llamamos reificacion al acto de
reemplazar una regla generadora G (un proceso finito e iterable) por un objeto
estatico (un «conjunto completado») del cual se predican propiedades globales.
El ANR prohibe esta operacién ontologica.

3. El Estado Instrumentado (G, k, p): La sustituciéon del «nimero real» platonico
por una terna concreta compuesta por una regla generadora (G), una escala finita
de computo (k) y una precision declarada (p), capaz de capturar con rigor la
naturaleza real del cémputo algoritmico y la medicion fisica.

El paso de la cuenta al c6digo no es una degradacién utilitaria de la pureza deductiva:
es la recuperacion de la matematica como acto efectivo que comienza, opera y
concluye. En el proximo capitulo, exploraremos como la filosofia intuicionista y la
l6gica constructiva tendieron el puente histérico entre la demostracién y el programa.
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Y en el capitulo subsiguiente, formalizaremos el axioma que nos permite, por fin,
abandonar el cielo platénico para habitar la realidad finita de la operacién que
termina.

Capitulo 02: Los origenes de la programacion funcional total y la
matematica como software

1. Dos matematicas, dos mundos

Existe una escision silenciosa en el corazon de las matematicas que rara vez se ensefia
en las aulas y que, sin embargo, determina todo lo que un ingeniero, un fisico o un
programador puede hacer con ellas.

Por un lado, se encuentra la matematica tedrica y descriptiva, cuya maxima
expresion contemporanea es la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el
axioma de elecciéon (ZFC). Este marco formal es un telescopio de una potencia
extraordinaria para la exploraciéon de estructuras abstractas. Acepta la existencia de
totalidades infinitas completadas, admite demostraciones de existencia puras (sin
construccion explicita del objeto) y opera con el principio del tercero excluido como
ley universal: toda proposicion es verdadera o falsa, independientemente de nuestra
capacidad empirica o algoritmica para decidirlo. En este paradigma, un conjunto
puede existir aunque nadie pueda enumerar sus elementos; una verdad puede serlo
aunque ninguna prueba finita la alcance. ZFC es, en esencia, una ontologia platdnica
formalizada: habita un cielo de formas puras, independiente de las limitaciones
termodinamicas del universo fisico.

Por otro lado, emerge con fuerza creciente una matematica computacional y fisica,
constructiva y acotada, que solo acepta como verdadero aquello que puede ser
construido mediante un procedimiento finito y ejecutable. En este marco, un niimero
existe solo si puede ser representado; una funcion existe solo si puede ser computada;
una demostracién existe solo si puede ser verificada paso a paso. Esta matematica no
habita en un mundo abstracto: habita en la memoria finita de un procesador, en los
ciclos de reloj de una maquina, en los limites fisicos de la realidad.

Este libro se inscribe en la segunda corriente. Su tesis central es que la matematica, en
su dimensidn aplicada y operativamente significativa, es indistinguible del software.
No se trata de una metafora ni de una analogia pedagogica: es una identidad
estructural. Y el paradigma que materializa esa identidad de manera mds rigurosa es
la programacion funcional total.

Pero la programacion funcional total estandar, tal como fue desarrollada en el siglo
XX, conserva aun un residuo de idealismo: acepta el infinito potencial sin acotar, la
regla generadora ilimitada. Este libro propone tres innovaciones fundacionales que
radicalizan esa identidad hasta sus ultimas consecuencias fisicas:
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1. El Axioma de No-Reificacion (ANR): prohibe tratar el proceso generativo de
una regla como un objeto estatico completado.

2. El Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO): eleva la terminacién acotada a
condicion sine qua non de existencia matematica.

3. La ontologia del Estado Instrumentado (G, k, p): sustituye al conjunto infinito
como unidad basica de la matematica aplicada, definiendo todo objeto operativo
mediante una regla generadora (G), una escala finita de ejecuciéon (k) y una
precision declarada (p).

Para comprender por qué estas tres innovaciones son necesarias, es preciso
remontarse a los origenes filosoficos de la tradicion constructiva y recorrer el camino
que va desde la intuicién de un matematico holandés a principios del siglo XX hasta
los teoremas fisicos que anclan la computacion a la estructura del espacio-tiempo.

2. La raiz filosofica: Brouwer y la exigencia constructiva

En 1907, el matematico holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer defendié su tesis
doctoral, Sobre los fundamentos de las matemdticas, donde plante6 una tesis que
sacudiria la epistemologia contemporanea: las matematicas no son un catalogo de
verdades descubiertas en un reino abstracto preexistente, sino una creacion
constructiva de la mente humana en el tiempo.

Para Brouwer, un objeto matematico existe Unicamente si podemos construirlo
mediante una sucesion de actos mentales finitos y definidos. No basta con demostrar
que la hipdtesis de su no-existencia engendra una contradiccidn; es imperativo exhibir
el camino constructivo que lo engendra.

Esta postura exige la revision critica del principio del tercero excluido (P V —P) como
verdad logica universal. Afirmar a priori que una proposicion es necesariamente
verdadera o falsa, sin poseer un método finito para decidir cual de las dos alternativas
se verifica, constituye una extrapolacion injustificada de la ldgica finita a dominios
infinitos.

Es importante precisar un matiz historico fundamental que a menudo se pasa por alto.
Brouwer concebia este proceso constructivo como una intuicién temporal subjetiva, y
se mostraba profundamente escéptico ante cualquier formalizaciéon simbdlica del
razonamiento matematico. Para él, el lenguaje formal era un “lenguaje muerto”,
incapaz de capturar la intuicién viva del tiempo interno. La interpretacion algoritmica
y computacional del intuicionismo no es obra de Brouwer, sino de sus discipulos y
continuadores.

Brouwer diagnostico la enfermedad —el platonismo, el tercero excluido como ley
universal, la reificacién del infinito—, pero rechazaba la medicina formal. Fueron
otros quienes construyeron el edificio que hoy constituye la matematica constructiva:

e Lainterpretacion BHK (Brouwer-Heyting-Kolmogorov), desarrollada por Arend
Heyting y Andréi Kolmogorov en los afios 1930, proporcion6é la primera
semantica constructiva de la l6gica intuicionista: una prueba de A A B es un par
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de pruebas, una prueba de A = B es un método que transforma pruebas de A en
pruebas de B.

e  Errett Bishop, en su Foundations of Constructive Analysis (1967), demostr6 que
el andlisis real puede reconstruirse integramente sin invocar el tercero excluido
ni el axioma de elecciéon, manteniendo la prosa matematica estandar.

e  Per Martin-Lof, en la década de 1970, desarrollé la teoria de tipos intuicionista,
el formalismo sintactico que convertiria la exigencia constructiva en un sistema
ejecutable y verificable mecanicamente.

Esta genealogia es crucial para nuestra obra: nosotros construimos sobre la
medicina formal (Heyting, Kolmogorov, Bishop, Martin-Léf), no sobre la
intuicion subjetiva de Brouwer. Y es precisamente esta formalizaciéon la que nos
permitira, mas adelante, anclar la matematica constructiva no a la psicologia humana,
sino a la estructura fisica del universo.

El psicologismo de Brouwer y su vulnerabilidad

La definicién brouweriana de la matematica como “actividad constructiva de la mente
humana” dejaba, sin embargo, un flanco filoséfico devastadoramente vulnerable. Si los
fundamentos de la matematica dependen de los limites cognitivos del cerebro
humano, ;por qué deberian aceptarlos los matematicos clasicos? La objecién era
demoledora: “;Por qué los fundamentos de la matemadtica universal deberian depender
de la biologia de un primate?”

Esta dependencia de la psicologia humana fue la mayor debilidad del intuicionismo
histérico. La matematica clasica podia simplemente responder: “Nosotros estudiamos
verdades eternas e independientes de la mente; ustedes estudian procesos mentales
contingentes. Son empresas distintas.”

Para que la matematica constructiva pudiera responder a esta objecion, necesitaba un
anclaje que no dependiera de la psicologia humana, sino de algo mas fundamental: la
estructura misma del universo fisico. Ese anclaje llegaria décadas después, pero
primero era necesario construir el puente légico entre la demostracion y el programa.

3. El puente isomorfico: la correspondencia de Curry-Howard

La intuicién constructiva permanecié durante décadas como una posicién filoséfica
minoritaria, marginada por el triunfo del formalismo de Hilbert y la consolidacion de
la teoria de conjuntos. Sin embargo, en 1934, el légico Haskell Curry observo en su
articulo Functionality in Combinatory Logic una analogia formal profunda entre los
tipos de datos y las proposiciones logicas. Décadas después, en 1969, el lgico William
Howard redact6 —aunque no publicaria formalmente hasta 1980— un breve escrito
técnico, The Formulae-as-Types Notion of Construction, que reveld una conexion
estructural tan profunda que transformaria para siempre la ldgica, la computacién y la
filosofia de las matematicas.

Howard observé que existia una identidad estructural entre dos disciplinas
aparentemente desconectadas: el calculo lambda tipado de Alonzo Church y la l6gica

21



intuicionista de Heyting. Esta correspondencia, conocida hoy como Ila
correspondencia de Curry-Howard, no es una analogia metaférica, sino un
isomorfismo riguroso:

Concepto logico Concepto computacional

Proposicién Tipo de dato

Prueba de una proposicion | Programa (término) que habita ese tipo

Regla de introduccién Constructor del tipo

Regla de eliminacién Eliminador del tipo (prueba por casos)

Simplificacién de una prueba | Evaluacién (ejecucion) de un programa

Normalizacion de una prueba Terminacién de un programa

Consideremos la proposiciéon elemental A = A («si dispongo de una premisa A4,
entonces puedo concluir A»). En la l6gica abstracta, esto es una tautologia inmediata.
Bajo el prisma operativo, la formula A = A denota el tipo de las operaciones que
reciben un elemento de naturaleza A y devuelven un elemento de naturaleza A. La
demostracion matematica de este enunciado no es una contemplacion pasiva, sino un
operador concreto: la transformacion identidad, aquella regla elemental que recibe
un objeto x de tipo A y entrega el mismo objeto x. Demostrar la implicacién es
construir la regla de transito.

La implicacion filoséfica es inmensa: demostrar y programar son la misma
actividad. Un teorema matematico no es una verdad abstracta contemplada desde
fuera; es un programa que, al ejecutarse, produce la evidencia de su propia verdad. La
matematica no se describe con cédigo: la matematica es codigo.

La correspondencia como primer pilar ontoldgico

La correspondencia de Curry-Howard proporciona el primer pilar de lo que
llamaremos la Trinidad Ontolégica de la matematica operativa:

Pilar Logico (Curry-Howard): Calcular es demostrar. Un algoritmo no es una “receta de cocina”; es una
deduccidn logica constructiva. Toda demostracion intuicionista es, esencialmente, un programa ejecutable.

Este pilar establece que la matematica constructiva no es simplemente “matematica
que construye objetos”; es matematica que se ejecuta como software. Pero aun falta
responder una pregunta crucial: ;qué garantiza que ese software termine? ;Qué
garantiza que la ejecucion no se prolongue indefinidamente, consumiendo recursos
sin entregar resultado?

4. El edificio formal: la teoria de tipos de Martin-Lof

Si Curry y Howard proporcionaron el puente, fue el 16gico sueco Per Martin-Lof quien
construy6 el edificio completo. En una serie de trabajos fundamentales en la década
de 1970, Martin-Lof desarrollé6 una teoria de tipos intuicionista que sirve como
fundamento alternativo a la teoria de conjuntos para la matematica constructiva.
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Tipos, estratificacion y universos predicativos

En la teoria de tipos de Martin-Lof, el concepto de conjunto estatico es reemplazado
por el de tipo bien fundado. A diferencia de la teoria de conjuntos clasica —donde los
objetos flotan en un universo indiferenciado antes de ser agrupados—, en el marco de
Martin-Lof todo objeto nace dotado de su principio de generacién. No existe la nocién
de un “objeto suelto” sin tipo, lo que previene estructuralmente paradojas como la de
Russell.

Es importante sefialar que la formulacién original de Martin-Lo6f (1971) contenia una
inconsistencia descubierta por Jean-Yves Girard en 1972: el sistema permitia un tipo
de todos los tipos (Type : Type), lo que reproducia la paradoja de Russell a nivel de
tipos. La solucién, adoptada en las versiones posteriores (1972, 1973, 1979, 1984),
fue introducir universos predicativos jerarquicos: Type,: Type;: Type,: ..., donde
cada universo contiene a los tipos del nivel inferior pero no a si mismo. Esta
estratificacion es un mecanismo anti-reificatorio que impide la formacién de
totalidades autorreferentes.

La potencia de este marco se manifiesta en los tipos dependientes, donde un tipo
puede estar parametrizado por los valores de otro. Piénsese en la nociéon geométrica y
fisica de un vector. En el andlisis clasico, un vector en un espacio de dimensién n es
una funcidén arbitraria de un conjunto indice en los nimeros reales, y el hecho de que
tenga dimensiéon n es una propiedad externa que debe verificarse formalmente
mediante predicados adicionales.

En la teoria de tipos, en cambio, la dimensién forma parte indisoluble de la propia
definicion. Definamos el tipo Vec(4, n), que representa vectores de elementos de tipo
A con longitud exactamente n. Este tipo se construye mediante dos clausulas:

e Caso base (n = 0): Existe exactamente un vector vacio.

e Paso inductivo (n + 1): Un vector de longitud n + 1 se construye tomando un
elemento de A y un vector de longitud n.

La variable n aparece en el indice del tipo, y es un nimero natural computacional de
primera clase. Esto significa que la longitud no es una propiedad que se comprueba a
posteriori (como en una lista clasica), sino una restriccion estructural que el sistema
de tipos exige satisfacer antes de permitir la construccion. Una operacién como la
extraccion del primer elemento (la cabeza del vector) solo puede definirse sobre tipos
de la forma Vec(4,n + 1). La funcion no puede fallar por vector vacio: la imposibilidad
del error esta garantizada por la formaciéon del tipo mismo. El indice n es, en cierto
sentido, el testigo de terminacién integrado en la propia estructura del dato.

La disciplina de la terminacidn: recursion estructural

:.Como garantiza la teoria de tipos que todo programa termine? La respuesta reside en
la disciplina de la recursion estructural. En un lenguaje de programacion
convencional, la recursion es irrestricta: una funciéon puede llamarse a si misma con
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cualquier argumento, lo que permite bucles infinitos. En la teoria de tipos de Martin-
Lof, la recursion esta estrictamente regulada:

e Solo se permite recursiéon sobre tipos inductivos bien fundados (como los
numeros naturales, las listas, los arboles).

e En cada llamada recursiva, el argumento debe ser estructuralmente mas
pequeiio que el argumento original.

e El sistema verifica esta condicion en tiempo de compilacion mediante un
analizador de terminacidn.

Por ejemplo, la suma de nimeros naturales se define por recursién estructural sobre
el primer argumento: * 0+m =m (caso base) * S(n)+m =S(n+m) (paso
recursivo: n es estructuralmente mas pequefio que S(n))

El sistema verifica que en la segunda ecuacion, la llamada recursiva n + m se realiza
sobre n, que es estrictamente mas pequefio que S(n). Esta garantia sintactica impide
la construccion de bucles infinitos: no existe forma de escribir una funcién que se
llame a si misma con el mismo argumento o con uno mas grande.

La normalizacion fuerte y sus limites fisicos

La propiedad metamatemadtica cardinal de este sistema, en su formulacién con
universos predicativos, es la normalizacion fuerte: todo término formalmente valido
admite una cadena finita de simplificaciones que converge de manera necesaria hacia
una forma candnica irreducible. En el plano operativo, esto destierra la no-
terminacion: el sistema garantiza que toda computacion bien estructurada alcanza su
estado final.

Es crucial precisar que esta garantia es l6gica y sintactica: asegura que la reescritura
del término concluye en un ndmero finito de pasos. No implica factibilidad fisica: el
numero de pasos, aunque finito, puede exceder la edad del universo, y la forma
normal resultante puede no caber en la memoria disponible.

La brecha de la factibilidad: de la terminacidn ldgica a la terminacion fisica

Aqui emerge una tensién fundamental que este libro se propone resolver. La
normalizacion fuerte garantiza que existe un numero finito N tal que la computacion
termina en N pasos. Pero no nos dice cudl es ese N, ni nos garantiza que N sea
fisicamente realizable.

Considere el lector una operacion aparentemente simple: calcular la raiz cuadrada de
2 con precision de mil digitos decimales. El algoritmo de Newton-Raphson converge
cuadraticamente, por lo que la normalizacién fuerte garantiza que terminara. Pero
;cuantas iteraciones se requieren? ;Caben en el tiempo disponible antes de que el
sistema deba entregar su resultado? ;Caben en la memoria del dispositivo que ejecuta
el calculo?
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La teoria de tipos estandar responde: “La computacién termina en algin momento
finito”. La matematica operativa que este libro propone exige mas: “La computacion
debe terminar dentro de una escala k declarada, entregando un resultado con
precision p certificada”.

Esta exigencia no es un capricho ingenieril. Es una necesidad fisica. El universo
impone limites termodindmicos y relativistas a todo proceso de cémputo. La
normalizacion fuerte garantiza la existencia de una cota superior finita para cada
término; pero la matematica operativa exige que el agente elija y declare esa cota (k),
junto con la precisidn alcanzable (p).

Esta brecha entre la terminacidén légica (garantizada por Martin-Lof) y la terminacién
fisicamente realizable (exigida por el PTO) es precisamente lo que motiva la
introduccién del estado instrumentado (G, k, p). La teoria de tipos nos proporciona
el generador G (la regla bien fundada); la fisica nos obliga a declarar la escala k y la
precision p.

La teoria de tipos de Martin-L6f proporciona el marco formal donde la
correspondencia de Curry-Howard se realiza sin fisuras: todo programa es una
demostracion, toda demostracion es un programa, y la terminacién esta garantizada
por la estructura misma del sistema de tipos. Pero esta garantia es logica, no fisica. El
paso hacia la factibilidad fisica requiere un anclaje adicional.

5. La Tesis de Church-Turing: el puente entre intuicion y
formalismo

Hasta aqui hemos recorrido el camino que va desde la intuicién filoséfica de Brouwer
hasta el edificio formal de Martin-Lof. Pero queda una pregunta fundamental sin
responder: ;por qué la Maquina de Turing, ese dispositivo abstracto con una cinta
infinita y un cabezal lector/escritor, captura exactamente la nocion intuitiva de
“procedimiento efectivo”?

La formulacion de la tesis

En 1936, dos matematicos respondieron de manera independiente al
Entscheidungsproblem (problema de la decisién) planteado por David Hilbert. Alonzo
Church desarroll6 el calculo lambda y demostr6 que no existe un procedimiento
efectivo para decidir la verdad de todas las proposiciones aritméticas. Alan Turing
desarrollé su Maquina de Turing y llegé al mismo resultado mediante un dispositivo
conceptual que cambiaria la historia.

Ambos formalismos resultaron ser matematicamente equivalentes: todo lo que se
puede computar en el calculo lambda se puede computar en una Maquina de Turing, y
viceversa. A esto se sumaron las funciones recursivas parciales de Godel y Kleene, que
también resultaron equivalentes.

La Tesis de Church-Turing unifica estas visiones bajo un mismo principio:
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“Toda funcidn que es efectivamente calculable por un procedimiento algoritmico en el sentido intuitivo,
es computable por una Maquina de Turing (o por cualquiera de sus formalismos equivalentes).”

Dicho de otro modo: la Maquina de Turing es el modelo matematico que captura
exactamente el limite de lo que podemos calcular.

éPor qué no es un teorema demostrable?

La Tesis de Church-Turing no es un teorema matematico, y por eso se llama “tesis” y
no “ley” o “teorema de Church-Turing”. Para comprender por qué, debemos examinar
la asimetria epistemolodgica que la constituye.

Un teorema se demuestra mediante axiomas y reglas logicas dentro de un sistema
formal. Para que un teorema pueda ser demostrado, todos los términos que aparecen
en él deben estar formalmente definidos dentro del sistema.

La Tesis de Church-Turing afirma una equivalencia entre dos conceptos: - Lado
izquierdo: “procedimiento efectivo intuitivo” (concepto pre-teérico) - Lado derecho:
“computable por Maquina de Turing” (concepto formal)

El problema epistemoldgico es que el lado izquierdo —la nocidn intuitiva de “calculo
mecanico”— no es un objeto matematico axiomatizable. Es un concepto psicoldgico,
cognitivo y operativo que depende de la intuicion humana de lo que significa “seguir
reglas mecanicas paso a paso”.

Existen tres obstaculos infranqueables para convertir la tesis en un teorema:

1. Indefinibilidad del concepto intuitivo: No existe un conjunto en ZFC que
capture exhaustivamente “lo que un humano puede calcular mecanicamente”. Sin
un conjunto definido para el lado izquierdo, la igualdad no es una férmula bien
formada dentro del sistema formal.

2. Circularidad inevitable: Para demostrar formalmente que “algoritmo intuitivo”
= “Maquina de Turing”, tendriamos que formalizar “algoritmo intuitivo”. Pero
cualquier intento de formalizarlo ya es, en si mismo, un algoritmo. Si logramos
definir formalmente “algoritmo intuitivo” y resulta que es equivalente a la Turing,
habremos asumido la tesis en la definicion.

3. Problema de verificacion de contraejemplos: Si alguien propone un
“algoritmo intuitivo” que una Turing no puede calcular, verificar que ese
procedimiento es realmente un algoritmo requiere usar la tesis. Es un callejon sin
salida légico.

El estatus epistemoladgico de la tesis

Si la Tesis de Church-Turing no es un teorema demostrable, ;por qué la aceptamos
como verdadera? La respuesta es que su estatus epistemoldgico no es el de un
teorema matematico, sino el de una ley natural o principio empirico, respaldado
por una evidencia inductiva abrumadora.
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La aceptamos por tres razones histéricas y estructurales:

1. Convergencia milagrosa de formalismos: Tres matematicos intentaron
formalizar la nociéon de “calculo mecanico” desde perspectivas completamente
distintas. Godel y Kleene usaron funciones recursivas; Church us6 el calculo
lambda; Turing us6 maquinas de estados con cintas. Para asombro de la
comunidad, los tres formalismos resultaron ser matematicamente equivalentes.
Esta convergencia independiente sugiere fuertemente que han descubierto una
“ley natural” de la computacién, no una invencién arbitraria.

Es significativo que Godel, inicialmente escéptico frente a la tesis de Church,
declarara que el andlisis de Turing (1936) le resultaba “completamente
convincente” (completely convincing), sellando el consenso histérico.

2. Ausencia de contraejemplos: Durante casi un siglo, cada vez que un matematico
ha propuesto un algoritmo que la comunidad acepta como “efectivo”, alguien ha
logrado traducirlo a una Maquina de Turing. Nunca se ha encontrado un
procedimiento que los humanos consideren “mecanico” y que escape al poder
computacional de Turing.

3. Robustez frente a extensiones: Se han propuesto muchas variaciones de las
maquinas de Turing (multiples cintas, cintas bidimensionales, paralelismo).
Sorprendentemente, ninguna de estas variaciones ha logrado computar funciones
que una Maquina de Turing cldsica no pueda computar. La frontera de lo
“computable” ha demostrado ser extraordinariamente estable.

La Tesis como segundo pilar ontoldgico

La Tesis de Church-Turing proporciona el segundo pilar de nuestra Trinidad
Ontolédgica:

Pilar Computacional (Church-Turing): Toda demostracion constructiva puede ejecutarse como un programa
en una Maquina de Turing. La frontera de lo computable no es una convencién arbitraria; es una propiedad
estructural de los formalismos matematicos.

Este pilar establece que la matematica constructiva no solo es légica (Curry-Howard),
sino que es ejecutable en el sentido mas fundamental: puede realizarse mediante el
dispositivo abstracto mas simple concebible (la Maquina de Turing).

Pero aun falta el tercer pilar, el que ancla todo el edificio a la realidad fisica del
universo. La Tesis de Church-Turing nos dice qué es computable en principio, pero no
nos dice si esas computaciones son fisicamente realizables en un universo con
recursos finitos.

6. El Teorema de Gandy vy la fisica de la informacidn

Durante décadas, la Tesis de Church-Turing fue interpretada como una afirmacién
sobre la psicologia humana: la Maquina de Turing capturaba “lo que un humano puede
calcular mecanicamente”. Esta lectura, heredada del intuicionismo de Brouwer, dejaba
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a la matematica constructiva vulnerable a la critica de ser un mero artefacto de
nuestra biologia cognitiva.

En 1980, el fisico y matematico Robin Gandy, discipulo de Turing, demostré un
teorema que cambiaria para siempre el estatus epistemologico de la computacion.

Los principios fisicos de Gandy

Gandy identificé principios fisicos que cualquier dispositivo de computacion discreto
debe satisfacer si opera en nuestro universo:

1. Finitud de estados locales: En cualquier region acotada del espacio, solo puede
existir un numero finito de estados distinguibles. Este principio matematico
coincide de forma exacta con el Limite de Bekenstein (1981) de la fisica tedrica,
que establece que la cantidad total de informacién almacenable en un volumen
espacial acotado con energia finita es estrictamente finita. Postular infinitos
estados en una region finita es una ficcién incompatible con la termodinamica y la
gravedad.

2. Velocidad finita de propagacion: Las sefales no pueden propagarse mas rapido
que la velocidad de la luz. Esto es una consecuencia directa de la relatividad
especial. Las transiciones de estado de una maquina no pueden depender
instantaneamente de lo que ocurre en regiones distantes del sistema.

3. Localidad causal: El estado futuro de una regién depende Uinicamente del estado
presente de su vecindad inmediata. No hay accidn a distancia instantanea.

4. Regla de transicion fija: Las transiciones entre estados estan gobernadas por
leyes de transformacién bien definidas y uniformes. (Notese que Gandy no exige
determinismo estricto como axioma independiente; sus principios son
compatibles con sistemas no deterministas siempre que la ramificaciéon sea
acotada.)

El teorema

Gandy demostré que la dinamica de cualquier dispositivo fisico discreto que
satisfaga estos principios es simulable por una Maquina de Turing. Es decir, la
funcion de transicion de tal dispositivo es Turing-computable.

Es importante precisar el alcance de este resultado. La Maquina de Turing es un objeto
matematico abstracto; no consume energia ni ocupa espacio. Lo que Gandy demuestra
es que toda implementacion fisica de un dispositivo de computo, si ha de ejecutarse
en nuestro universo, esta sujeta a limites que la hacen simulable por una Maquina de
Turing. La cinta infinita de Turing modela el potencial de expansion espacial ilimitada
(infinito potencial), no un infinito actual completado; en la practica, toda
implementacidn fisica tiene memoria finita, pero la cinta infinita es necesaria para
definir la nocién de computabilidad en abstracto.
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El costo termodinamico del calculo: Landauer

El Teorema de Gandy establece la equivalencia computacional entre dispositivos
fisicos y Maquinas de Turing. Pero hay una dimension adicional que la fisica del siglo
XX reveld: el costo termodinamico de la computacion.

En 1961, Rolf Landauer formuld el principio que lleva su nombre —Information is
Physical—, demostrando que toda manipulacion irreversible de informacién en un
sistema real conlleva un costo termodindamico inexorable. Especificamente, el borrado
de un bit de informacién disipa una cantidad minima de calor en el entorno:

Q = kgTIn2
donde kg es la constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta del entorno.

Este principio tiene consecuencias profundas para nuestra ontologia. Un bucle
infinito, una computaciéon que no termina, no es simplemente un “error de software”:
es un sumidero termodinamico. Consume energia, disipa calor, degrada el universo
sin producir jamas un bit de informacién utilizable. La no-terminacion es
termodindmicamente ineficiente, una violacion de la finitud fisica de la observacion.

Las consecuencias filosoficas

Las consecuencias de estos resultados para nuestra obra son inmensas:

Los limites de la computacion no son (solo) limites de la mente humana; son
también limites del universo fisico. La Maquina de Turing no es solo un modelo de
nuestro cerebro; es el modelo de la capacidad de procesamiento de dispositivos fisicos
que operan bajo las leyes del espacio-tiempo.

Esto desplaza significativamente el terreno de la objecion al psicologismo de
Brouwer. Ya no puede formularse como una critica a la biologia humana, sino que
exigiria cuestionar la fisica misma. La matematica constructiva no depende de la
biologia de un primate; depende de la localidad causal, la velocidad finita de
propagacidn y la finitud de estados en volimenes acotados. El calculo no es solo lo que
un humano puede pensar; es lo que un dispositivo fisico puede procesar bajo las leyes
del universo.

Decimos “desplaza el terreno” y no “destruye de raiz” porque quedan elecciones
metodolégicas (qué predicados aceptamos como decidibles, qué tipos de recursion
permitimos) que siguen siendo decisiones humanas, no derivaciones fisicas. Pero la
objecion clasica —“la matematica constructiva es un artefacto de la cognicion
humana”— pierde su fuerza cuando los limites de la computacién se revelan como
limites del espacio-tiempo mismo.

Una nota sobre la computacion cuantica

El Teorema de Gandy se restringe a dispositivos discretos deterministas. La fisica
cuantica introduce fendémenos (superposicion, entrelazamiento) que no estaban
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contemplados en el andlisis original de Gandy. David Deutsch (1985) propuso una
extension de la Tesis de Church-Turing al dominio cudntico: la Tesis de Church-
Turing-Deutsch, que afirma que todo proceso fisico realizable puede ser simulado
eficientemente por una computadora cuantica universal.

Esta extension no altera la frontera de lo computable (una Maquina de Turing clasica
puede simular cualquier computacién cuantica, aunque sea ineficientemente), pero si
afecta la nocién de precision p en nuestra terna, vinculdndola con la incertidumbre
cuantica fundamental. Para los fines de la matematica operativa clasica (la que se
ejecuta en software actual, en sistemas de control, en simulaciones numéricas), el
modelo de Gandy sigue siendo el anclaje correcto.

El Teorema de Gandy como tercer pilar ontolégico

El Teorema de Gandy proporciona el tercer y ultimo pilar de nuestra Trinidad
Ontolégica:

Pilar Fisico (Gandy-Landauer): Toda implementacion fisica de un dispositivo de computo esta sujeta a
limites termodinamicos y relativistas. Los limites de la computacion son limites fisicos, no meramente
cognitivos.

7. La Trinidad Ontoldgica y el estado instrumentado

Ahora podemos reunir los tres pilares en una sintesis que constituye el nucleo
filosé6fico mas profundo de esta obra:

1. Ldgica (Curry-Howard): Calcular es demostrar. Un algoritmo es una deduccién
l6gica constructiva.

2. Computacion (Church-Turing): Toda demostracién constructiva es ejecutable
en una Maquina de Turing.

3. Fisica (Gandy-Landauer): Toda implementacién fisica de una Maquina de
Turing es un proceso sujeto a limites termodinamicos y relativistas.

Conclusion fundacional: Una demostracién matematica operativa se realiza como
un evento fisico acotado. No es idéntica a un evento fisico (son categorias distintas),
pero su ejecucion hereda las restricciones fisicas de su sustrato. Es un proceso
termodinamico que consume energia, toma un tiempo finito, y entrega un estado
verificable.

Definicion operacional de “evento fisico acotado”

Llamamos evento fisico acotado a la ejecucién de una regla generadora G durante
una escala k de pasos (o ciclos de reloj, o unidades de energia), que termina y entrega
un estado con precision p declarada. Un evento fisico acotado es, en la ontologia de
esta obra, la unidad basica de la matematica operativa.

Esta sintesis es exactamente lo que nuestra terna (G, k, p) formaliza:
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¢ (G (Generador): La demostracion constructiva (Curry-Howard), el procedimiento
efectivo ejecutable (Church-Turing) y fisicamente realizable (Gandy). Es la regla
bien fundada, el algoritmo que garantiza la terminacidn logica.

e k (Escala): El parametro elegido por el agente que ejecuta la computacion.
Representa el presupuesto fisico y temporal del evento: la cantidad finita de
ciclos de reloj, memoria y energia que el agente decide invertir en el computo.
Este parametro esta acotado superiormente por los limites fisicos del universo
(Gandy, Bekenstein): ningin agente puede elegir un k mayor que el que el
universo observable puede sostener.

e p (Precision): La cota métrica de incertidumbre declarada. Es el radio de
tolerancia garantizado respecto al resultado ideal que G produciria si se ejecutara
indefinidamente: |eval(G, k) — x*| < p. Esta cota esta certificada por el modulo
de convergencia del generador G.

Nétese la relacion entre estos componentes: la normalizaciéon fuerte garantiza que
existe un N finito tal que G termina en N pasos. El agente elige un k < N (o incluso k <
N, aceptando una aproximacidén). El generador G certifica que, tras k pasos, el error es
alo sumo p.

El Principio de Terminacion Ontoldgica como imperativo termodinamico

Cuando enunciamos el Principio de Terminacion Ontolégica (PTO), su exigencia no
responde a una mera prudencia de programador para evitar bloqueos de software.
Responde a una necesidad termodinamica.

Exigir que una operacion matematica legitima termine es exigir que el evento fisico
concluya, alcance su estado estacionario y entregue su resultado al observador. Un
proceso que no termina no es una “entidad infinita fascinante”; es un sumidero
termodinamico: consume energia, disipa calor (Landauer) y degrada el universo sin
producir jamas un bit de informacién utilizable. El PTO es la formulaciéon matematica
de la finitud fisica de la observacion.

El Axioma de No-Reificacion como coherencia operativa

Del mismo modo, el Axioma de No-Reificacion (ANR) deja de ser una preferencia
filosofica para convertirse en una exigencia de coherencia operativa.

Tratar una regla generadora infinita como un objeto completado es postular la
existencia de un proceso fisico que ha consumido recursos infinitos, que ha ocupado
memoria infinita (violando el Limite de Bekenstein), que ha disipado energia infinita
(violando la finitud termodinamica del universo). En un universo con recursos finitos,
esto es fisicamente imposible.

El ANR no dice “no nos gusta el infinito actual por razones estéticas”. E1 ANR dice “el
infinito actual es incompatible con cualquier realizacién fisica de recursos finitos en
nuestro universo, y por lo tanto no puede ser un objeto matematico legitimo en la
matematica operativa”.

31



8. La convergencia final: matematica como evento fisico acotado

Recapitulemos el camino recorrido en este capitulo.

Comenzamos con la intuicién filoséfica de Brouwer: la matemadtica es una actividad
constructiva. Esta intuiciéon era poderosa pero vulnerable, porque dependia de la
psicologia humana. Brouwer diagnosticd la enfermedad del platonismo, pero
rechazaba la medicina formal.

La escuela de Heyting, Kolmogorov, Bishop y Martin-Lo6f construyé la medicina formal:
la légica intuicionista, el analisis constructivo, la teoria de tipos. Estos formalismos
convirtieron la intuicién filoséfica en un sistema riguroso.

Luego construimos el puente légico mediante Curry-Howard: demostrar es
programar, y toda demostracién constructiva es un programa ejecutable. Este puente
convirtio la intuicion filoso6fica en una identidad formal rigurosa.

Después establecimos la Tesis de Church-Turing: toda demostraciéon constructiva
puede ejecutarse en una Maquina de Turing. Este paso anclé la matematica
constructiva al modelo mas fundamental de computacidn.

Finalmente, el Teorema de Gandy proporcion6 el anclaje fisico definitivo: toda
implementacion fisica de un dispositivo de cOémputo esta sujeta a limites
termodinamicos (Landauer) y relativistas (Bekenstein). Los limites de la computacion
son limites fisicos, no meramente cognitivos.

La conclusion es ineludible: la matematica operativa se realiza como un evento
fisico acotado. No habita en un cielo platonico de formas puras; habita en la memoria
finita de un procesador, en los ciclos de reloj de una maquina, en la propagacién local
de sefales en el espacio-tiempo, en la disipaciéon termodinamica de calor.

Y es precisamente por esto que el infinito actual es una falacia para la matematica
operativa: no porque la mente humana sea demasiado débil para abarcarlo, sino
porque el universo fisico no tiene la capacidad termodinamica de computarlo.

Lo que sigue en este libro es la construccion sistematica de la matematica sobre esta
base fisica. En el préoximo capitulo, formalizaremos el Axioma de No-Reificacion y
mostraremos como disuelve las paradojas clasicas de la teoria de conjuntos. En los
capitulos subsiguientes, desarrollaremos la aritmética, el analisis y la fisica sobre la
ontologia del estado instrumentado, mostrando que la matematica, al fin, recupera su
dimension operativa original: es cddigo que termina, en un universo finito, con
precision declarada.
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Capitulo 03: La falacia de la reificacion y el axioma de no
reificacion

1. La ilusion de los decimales infinitos

Considere el lector una situacion cotidiana en la interfaz entre las matematicas y la
computacidn. Al dividir 1 entre 3 en una calculadora, obtenemos una secuencia finita
de digitos, como @,33333333. Sabemos, por nuestra educacién matematica, que este
resultado es una aproximacion. Se nos ha ensefiado que el «verdadero» valor es 1/3,
un numero real cuya expansion decimal posee infinitos treses.

En el marco de la matematica clasica, formalizada en la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién (ZFC), esta afirmacién es absolutamente
rigurosa. El nimero 1/3 existe como un objeto estatico y completado: puede definirse
como una clase de equivalencia de sucesiones de Cauchy o como una cortadura de
Dedekind. Esta ontologia descriptiva es extraordinariamente fértil; permite
desarrollar el andlisis real, la topologia y la geometria diferencial con una elegancia y
potencia que han impulsado la ciencia durante mas de un siglo.

Sin embargo, cuando trasladamos esta ontologia al dmbito de la ingenieria de
software y la computacidn fisica, surge una friccién fundamental. Ningin procesador,
por vasto que sea, puede almacenar una secuencia infinita de digitos en su memoria.
El universo fisico impone limites termodinamicos y espaciales estrictos.

Aqui emerge una pregunta metodoldgica crucial: ;es legitimo, al disefiar sistemas
computacionales y modelos fisicos, tratar una operacidn que genera digitos
indefinidamente como si fuera un objeto estatico y completado que ya reside en la
memoria?

Tratar un proceso dindmico como si fuera un objeto estatico es un error categorial
profundo. En la filosofia de la ciencia, Alfred North Whitehead denominé a este desliz
la falacia de la concrecion fuera de lugar (fallacy of misplaced concreteness): la
inadvertida sustitucion de la realidad procesal por una abstraccién conceptual que la
modela. En nuestro contexto, nos referiremos a esta transgresion como la falacia de
la reificacion.

La reificacion consiste en sustantivar lo que es intrinsecamente un verbo; en congelar
la accién de calcular, aproximar o medir, fingiendo que la totalidad de sus pasos ya ha
sido consumada y empaquetada en un punto inextenso.

Este capitulo propone que, para que la matematica sea operativamente significativa
en el dominio de la fisica y la computaciéon real, debemos adoptar un principio
ontolégico que prohiba de raiz este salto ilicito. A este principio lo denominaremos el
axioma de no reificacion (ANR). Lejos de invalidar la matematica clasica en su
propio dominio abstracto, el ANR establece las reglas de compromiso para la
matematica aplicada, aquella que debe materializarse en cddigo y ejecutarse en un
universo de recursos finitos.
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2. De la sucesion infinita a la regla generadora

Para formular el ANR con precisién, primero debemos definir conceptualmente qué es
el objeto que nos negamos a reificar. En la matematica clasica, hablamos de
«sucesiones infinitas» como totalidades dadas. En la matematica operativa, el
concepto analogo y riguroso es el de regla generadora.

Una regla generadora, que denotaremos como G, es un procedimiento algoritmico
finito —una especificacion que cabe en una hoja de papel o en la memoria de un
procesador— que, dado un estado actual y una solicitud de avance, produce el
siguiente estado o digito bajo demanda. Esta nocion es, en esencia, la formalizacién
que Turing hizo del procedimiento efectivo, despojada de su maquinaria infinita y
reducida a su pura funcioén transitiva de estados.

Por ejemplo, la expansion decimal de 1/3 no es una lista infinita guardada en un disco
duro. Es la regla generadora que dicta: «comience con el entero 0 y el residuo 1; en
cada paso, multiplique el residuo por 10, dividalo entre 3, emita el cociente como el
siguiente digito y conserve el nuevo residuo».

Esta regla G es finita en su descripcion. Puede ser escrita en una pizarra o codificada
en un procesador. Lo que es potencialmente infinito es su ejecucion: la capacidad de
aplicar la regla un paso mas, indefinidamente. A esto, siguiendo a Aristdteles, lo
llamamos infinito potencial. La matematica clasica, en cambio, asume el infinito
actual: postula el conjunto completo de los valores de la sucesion, como si la totalidad
de la iteracion estuviera dada de una vez, sin referencia a un proceso temporal.

Es crucial distinguir aqui entre dos niveles que a menudo se confunden:

e La intension (el codigo finito): La descripcidon algoritmica de G, que es un
objeto estatico y finito. Podemos almacenarla, copiarla, transmitirla y componerla
con otras reglas.

e La extension (la ejecucion infinita): La totalidad de los resultados que G
produciria si se ejecutara sin limite temporal.

El ANR no prohibe tratar la intension finita como objeto legitimo; de hecho, G como
codigo es un componente fundamental de nuestro sistema. Lo que el ANR prohibe es
tratar la extension infinita —la ejecucion completada— como si ya existiera en acto.
La regla generadora es un objeto legitimo; lo que se prohibe es reificar el proceso
inacabado.

3. El axioma de no reificacion

Antes de enunciar el axioma, es necesario introducir el objeto matematico que
reemplaza al conjunto infinito completado. En la matematica operativa, el objeto
fundamental no es el nimero como punto en una recta, sino el estado
instrumentado, denotado por la terna:

(G, k,p)
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donde:

e (G (Generador): La regla generadora, el algoritmo determinista de aproximacion
o construccion.

ek (Escala): La cota finita de ejecucién; el nimero maximo de pasos, iteraciones o
recursos de tiempo asignados al proceso.

e p (Precision): La cota de error declarada; la garantia matematica de la distancia
maxima entre el estado instrumentado obtenido y el resultado que se obtendria
si la ejecucion pudiera continuar.

Con este vocabulario, el axioma de no reificacién puede enunciarse con precision:

Axioma de no reificacion (ANR): Ninguna ejecucidn potencialmente infinita de una regla generadora puede
ser tratada como si su resultado completo ya existiera como objeto estatico. Toda entidad matematica
operativamente legitima es el resultado de ejecutar una regla generadora G bajo condiciones
instrumentales finitas, y se identifica con el estado instrumentado (G, k, p).

Es vital aclarar una tensién conceptual aparente. En el capitulo anterior defendimos la
programacién funcional total y su uso del infinito potencial a través de tipos
inductivos. ;Contradice esto al ANR? No.El ANR acepta el infinito potencial (la
capacidad estructural de aplicar la regla suc o generar el siguiente digito de un Stream
indefinidamente). Lo que el ANR rechaza es el infinito actual computacional: la
pretension de que la totalidad de esa secuencia infinita pueda ser evaluada,
almacenada o comparada en su totalidad como un objeto finito.

El infinito actual es una herramienta legitima y poderosa en la ontologia de ZFC para
demostrar teoremas de existencia abstracta. Pero en un lenguaje de programacion, o
en un laboratorio de fisica, intentar forzar la evaluacion completa de una regla
generadora sin cota resulta en un bucle infinito, un desbordamiento de memoria o un
aparato de medicion que nunca entrega su lectura. EI ANR es el principio ontoldgico
que nos protege de este error categorial.

Aclaracidn vital: El infinito potencial no es un bucle infinito

Es imperativo disipar una confusiéon que suele asediar la frontera entre la légica y la
computacion. En el Capitulo 1 establecimos el Principio de Terminacién Ontologica
(PTO), condenando los programas que no terminan como operaciones interrumpidas
y sumideros termodindmicos. Sin embargo, en este capitulo acabamos de aceptar el
“infinito potencial” (la capacidad de aplicar la regla suc o generar un Stream
indefinidamente). ;No implica “generar indefinidamente” un algoritmo que no se
detiene nunca? ;No viola esto el PTO?

La respuesta es no, porque debemos distinguir rigurosamente entre la regla
generadora (la intension) y la ejecucion del evento (la extension acotada).

Cuando el PTO condena un programa que no termina, se refiere a una ejecucion que se
lanza con la promesa de devolver un resultado completado y se queda atrapada en un
bucle sin fin, sin alcanzar nunca su estado de reposo. Eso es un evento fisico fallido.

35



El infinito potencial, en cambio, no es una ejecucién que corre para siempre. Es una
propiedad estructural de una regla finita. La regla del sucesor (suc) o el algoritmo
que define un Stream son textos finitos; su compilacién y definicién terminan
instantaneamente. Estas reglas no estan “corriendo” en segundo plano consumiendo
energia; simplemente estan disponibles como herramientas.

En la Programacion Funcional Total, los Streams no se construyen como totalidades
infinitas, sino mediante coinduccién: son maquinas de estados finitas que producen
datos bajo demanda. Pedirle a un Stream que genere sus primeros k elementos es una
operacidon que termina estrictamente en k pasos. La “infinitud” del Stream no es un
proceso fisico interminable; es simplemente la garantia matematica de que la maquina
de estados nunca se queda sin estados validos que devolver ante una demanda finita.

Por lo tanto, el infinito potencial significa que no existe un techo logico
preestablecido sobre cuantas veces puedes decidir aplicar la regla. Si eliges una
escala k = 5, el evento termina en 5 pasos. Si eliges k = 101°, el evento termina en
101%9 pasos. La infinitud no estd en la ejecucién (que siempre es finita y respeta el
PTO), sino en la ausencia de una frontera arbitraria en la definicidn de la regla G.

El Capitulo 1 prohibe al agente exigir k = co (un absurdo termodinadmico). Este
capitulo defiende al generador G que estd legitimamente disefiado para aceptar y
satisfacer cualquier k finito que el agente elija. La regla es potencialmente ilimitada; el
evento es estrictamente acotado.

4. El nacimiento del estado instrumentado (G, k, p)

Si un namero real no es un punto estatico en una recta infinita, y tampoco es una
sucesion infinita completada, ;qué es exactamente en nuestra matematica operativa?

Un estado es una configuracion finita y legible de magnitudes, resultado de una
ejecucion finita. No es una entidad abstracta, sino un registro concreto que puede ser
inspeccionado, almacenado y comparado. El estado instrumentado (G,k,p) es la
formalizacion de este concepto: la terna que captura, en un solo objeto matematico, el
procedimiento, el esfuerzo invertido y la garantia de error.

La relacion funcional entre escala y precision

Es fundamental comprender que los tres componentes de la terna no son
independientes. Existe una relacion funcional estricta entre la escala k y la precision p,
mediada por las propiedades de convergencia del generador G. Esta relacion se
expresa mediante un mdédulo de convergencia: una funciéon €;(k) que, dado el
numero de pasos ejecutados, determina la cota de error garantizada.

p = (k)

La precisién p no es un deseo arbitrario del usuario ni un parametro libre; es una
garantia matematica derivada del esfuerzo computacional invertido. La escala k es
el costo; la precision p es el rendimiento certificado.
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Consideremos dos ejemplos concretos:

Ejemplo 1: El nimero 1/3. El generador G es el algoritmo de division larga de 1
entre 3. Tras k pasos de divisidn, obtenemos k digitos decimales correctos. El médulo
de convergencia es €;(k) = 107*. El estado instrumentado con k = 100 es:

(DivisiénLarga(1,3), 100, 107100)

que produce el resultado 0, 33 ... 3 con un error residual menor que 107199,

160
Ejemplo 2: La constante /2. El generador G es el método babilénico (o de Newton-
Raphson) con valor inicial x, = 1. Este método tiene convergencia cuadratica: el
numero de digitos correctos se duplica aproximadamente en cada iteracion. Tras k =

10 iteraciones, el médulo de convergencia garantiza €;(10) < 2753 (precisién de
doble IEEE 754). El estado instrumentado es:

(Babilénico(x, = 1), 10, 2753)
que produce 1,4142135623730951 con un error certificado menor que 27°3,

Analogia con la medicion fisica

El estado instrumentado (G, k, p) no es una invencién arbitraria; es el modelo formal
de lo que todo fisico experimental reconoce como un resultado de medicién. Cuando
un experimentador mide la longitud de una mesa con una regla graduada en
milimetros, el resultado no es «la longitud verdadera» de la mesa (un valor platonico
inasible). El resultado es un estado instrumentado:

e  G:Elprotocolo de medicion (alinear la regla, leer la marca mas cercana).
e  k:Laresolucion del instrumento (1000 subdivisiones por metro).
e p:Laincertidumbre declarada (+0,5 mm, la mitad de la division mas pequefia).

En fisica, toda medicion se reporta como valor + incertidumbre. La terna (G, k, p) es la
generalizacion matematica de esta practica: unifica el algoritmo, el recurso y el
certificado de error en una sola entidad ontolégica.

Parentesco con la aritmética de intervalos

Esta nocion recoge y da estatuto ontoldgico explicito a practicas ya existentes en el
coOmputo numérico riguroso, como la aritmética de intervalos y los nimeros reales
computables de Turing-Grzegorczyk-Bishop. Sin embargo, mientras que estas técnicas
suelen presentarse como herramientas auxiliares para controlar el error de redondeo,
la terna (G, k, p) las eleva a definicion misma del objeto matematico. El error no es
un efecto colateral que debemos corregir; es un componente constitutivo del nimero
tal como existe en el mundo operativo.
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5. La igualdad como convergencia acotada y el continuo de
Poincaré

Esta redefinicion del objeto matematico transforma profundamente el concepto de
igualdad. En la matemadtica clasica, gracias al principio del tercero excluido, dos
numeros reales son estrictamente iguales o estrictamente distintos.

Computacionalmente, decidir si dos reglas generadoras arbitrarias G; y G, producen
exactamente la misma secuencia infinita es, en general, un problema indecidible para
reglas sin restricciones estructurales adicionales (un caso del teorema de Rice). Para
reglas generadoras especificas de la matematica (algoritmos que computan
expansiones de niimeros algebraicos, por ejemplo), la igualdad frecuentemente si es
decidible mediante métodos analiticos ordinarios.

Pero en el caso general, el ANR nos obliga a abandonar la igualdad absoluta como
concepto operativo universal y reemplazarla por la igualdad instrumentada a
precision p.

Dos estados instrumentados son operacionalmente indistinguibles a precision p si la
distancia entre sus evaluaciones finitas no excede la cota de tolerancia:

leval(Gy, k) —eval(Gy, k)| <p
La no-transitividad como caracteristica epistemologica

Conviene advertir al fildsofo y al matematico la trascendencia epistemolégica de este
paso: la igualdad instrumentada no es una relacion de equivalencia en el sentido
clasico. Es una relacion de tolerancia que, aunque reflexiva y simétrica, no es
transitiva.

Si el estado A es indistinguible de B bajo precision p, y B es indistinguible de C bajo la
misma precision, la desigualdad triangular solo garantiza que A y C estdn a distancia
< 2p, no necesariamente < p. La cadena de indistinguibilidad degrada la precision.

Henri Poincaré sefial6 en La ciencia y la hipdtesis (1902) que esta no-transitividad es
la caracteristica distintiva del continuo fisico frente al continuo matematico. En el
mundo de la medicién experimental, es perfectamente posible que un instrumento no
distinga A de B, ni B de C, y sin embargo distinga A de C. Lejos de ser una deficiencia
logica, esta estructura refleja fielmente como la incertidumbre se propaga en la fisicay
el calculo numérico real.

Para recuperar la transitividad cuando el razonamiento encadenado lo exige, la
matematica operativa no recurre a la magia del infinito actual; recurre al
refinamiento de la escala: incrementa k para colapsar p hasta que la distincion
devenga empiricamente resoluble. La igualdad absoluta se recupera como limite
asintotico del refinamiento, no como punto de partida ontologico.
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6. Relectura de las paradojas clasicas

La matematica clasica ha identificado limites y paradojas fascinantes. E1 ANR no busca
«refutar» las soluciones que la teoria de conjuntos (ZFC) ha dado a estos problemas,
sino ofrecer una reinterpretacién de los mismos en el lenguaje del software y la fisica,
donde las paradojas se disuelven al corregir los errores de tipo ontolégico.

La paradoja de Russell y el principio del circulo vicioso

En 1901, Bertrand Russell identific6 una contradiccién en la teoria de conjuntos
ingenua al considerar «el conjunto de todos los conjuntos que no se contienen a si
mismos».

e La solucion clasica (Zermelo-Fraenkel): Se resuelve mediante el axioma de
separacion, que prohibe la formacién de conjuntos universales arbitrarios,
exigiendo que todo nuevo conjunto se construya como subconjunto de uno ya
existente.

e La solucion por estratificacion (Russell, Whitehead): Alternativamente, la
teoria de tipos de Russell (1908) resuelve la paradoja mediante una jerarquia de
tipos loégicos: un conjunto de tipo n solo puede contener elementos de tipo n — 1.
Esta solucidn es estructuralmente afin a nuestra propuesta.

e La disoluciéon computacional (ANR + tipado): En la matematica operativa, la
paradoja se disuelve en dos niveles complementarios. El nivel sintactico
(heredero de la teoria de tipos) impide que un predicado sea aplicado a si mismo:
una regla generadora de evaluaciones booleanas tiene un tipo que le impide
recibir como argumento un objeto de su propio tipo. El nivel ontoldgico (el ANR)
afiade la lectura fundacional: un predicado es una regla generadora de respuestas
en tiempo finito, no una totalidad completada que pueda contenerse a si misma.

La paradoja de Russell conecta naturalmente con el principio del circulo vicioso
formulado por el propio Russell: «Ninguna totalidad puede contener miembros que
solo sean definibles mediante esa misma totalidad». En la matematica operativa, este
principio se traduce en una regla gramatical estricta: debemos distinguir entre el texto
finito de una regla generadora (su intension) y la ejecucion dinamica de la misma (su
extension). Tratar al predicado como si fuera un elemento pasivo contenido en el
dominio de su propia evaluaciéon implica reificar el proceso, borrando la frontera
ontolégica entre el operador que transforma y el estado transformado.

Bajo el ANR, la paradoja de Russell no requiere la postulaciéon de axiomas restrictivos
ad hoc; simplemente se evapora como un error de sintaxis operacional.

El argumento diagonal de Cantor

Cantor demostro en 1891 que no existe una biyeccion entre los numeros naturales y
las sucesiones binarias infinitas. Es importante precisar que el argumento diagonal de
Cantor, en su nucleo, es constructivamente valido y no depende del infinito
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actual. Dada cualquier funcién f:N - {0,1}", Cantor exhibe explicitamente una
sucesion que no esta en la imagen de f. Brouwer mismo nunca disput6 este resultado.

La lectura clasica anade una interpretacion ontologica: «existen diferentes tamafios de
infinito actual» (cardinalidades). La lectura constructiva preserva el teorema sin esta
interpretacién: «ninguna funcién puede enumerar todas las sucesiones binarias».

Existe, sin embargo, un resultado relacionado pero distinto que emerge naturalmente
en el marco operativo:

Teorema de inexhaustibilidad algoritmica: Ningin procedimiento efectivo puede enumerar
computacionalmente todas las reglas generadoras totales (aquellas que garantizan producir un resultado
para toda entrada).

Este teorema, relacionado con la indecidibilidad de la totalidad y cercano al teorema
de Rice, establece que el conjunto de indices de funciones totales computables no es
recursivamente enumerable. La demostracién usa una técnica diagonal: dada
cualquier enumeracién efectiva de reglas generadoras totales, se construye
algoritmicamente una nueva regla generadora total que difiere de cada una en al
menos un paso.

Bajo el ANR, este resultado deja de ser una afirmacién sobre «el tamafio del cielo
platénico» y se convierte en una demostraciéon constructiva sobre los limites de la
enumeracidon algoritmica. Es un teorema sobre la inexhaustibilidad de los
procedimientos, no sobre la ontologia de los conjuntos.

7. La identidad del objeto a través de las escalas

Un lector atento podria formular la siguiente objecién: si V2 es el estado

instrumentado (G, k, p), entonces V2 con k =10 y V2 con k = 20 serian dos objetos
matematicos distintos. ;No es esto absurdo? ;Acaso no son dos aproximaciones del
mismo numero?

La respuesta requiere una distinciéon cuidadosa. En nuestra ontologia:

e (G (la regla generadora) es la identidad del nimero. El generador babilénico

con x, =1 es V2 en el sentido de que captura la regla constitutiva de esa
magnitud.

e (G,k,p) (el estado instrumentado) es una instancia de acceso o una medicion
del numero bajo condiciones especificas.

Dos estados instrumentados (G, kq,p1) y (G, k,, p;) con el mismo generador G son
instancias distintas del mismo nimero. Comparten la identidad (el generador) pero
difieren en las condiciones instrumentales de acceso.

Esta distincién —entre el objeto matematico como regla generadora y sus instancias
de acceso finito— es filoséficamente crucial. El ANR no propone que v2 sea un estado
instrumentado particular; propone que V2 es la regla generadora G, y que toda
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operacién legitima sobre v/2 debe materializarse como un estado instrumentado
(G, k, p) para alguna escala k y precision p declaradas.

La matematica clasica pregunta: «;Qué es v2?» y responde: «Un punto en la recta

real». La matemdtica operativa pregunta: «;Coémo accedemos a V2 y responde:
«Ejecutando su regla generadora bajo condiciones instrumentales finitas».

8. Dos dominios de excelencia

Es fundamental comprender que la adopciéon del axioma de no reificacién en la
matematica computacional no es un ataque a la matematica clasica. Seria tan absurdo
criticar a la teoria de conjuntos por no compilar en una CPU como criticar a un
lenguaje de bajo nivel por no servir para demostrar teoremas de topologia algebraica.

La matematica descriptiva (ZFC) sigue siendo el marco insustituible para la
exploracion de estructuras abstractas, donde el infinito actual y el tercero excluido
son herramientas conceptuales legitimas y necesarias para mapear las relaciones
l6gicas mas profundas del universo matematico.

La matematica operativa (reglas generadoras + ANR + estados instrumentados)
es el marco de excelencia para la ingenieria, la verificacién formal y la fisica
computacional. Al negarse a reificar lo infinito, nos obliga a escribir software y disefiar
experimentos que respetan los limites termodindmicos de la realidad, que garantizan
su terminacion y cuyos resultados son verificables paso a paso.

El axioma de no reificacion es, en tltima instancia, un acto de honestidad intelectual y
rigor ingenieril. Nos recuerda que cuando escribimos cédigo, o cuando medimos el
mundo, no estamos describiendo un universo platénico estatico; estamos orquestando
transformaciones de estado en un universo fisico de recursos finitos.

Habiendo establecido que el objeto matematico no es el conjunto infinito, sino el
estado instrumentado (G, k, p), queda una pregunta fundamental: ;qué garantiza que
la ejecucion de G bajo la escala k efectivamente termine y entregue el estado con
precision p? La respuesta a esta pregunta requiere un segundo principio fundacional,
complementario al ANR: el Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO), que
establece que toda operacion matematica legitima debe agotar su calculo en una
cantidad finita de pasos y entregar un resultado univoco. El ANR prohibe reificar el
proceso infinito; el PTO exige que toda operacion acotada termine. Juntos, estos dos
principios constituyen la base de la matematica que se ejecuta, se mide y se verifica en
el mundo real.

En el proximo capitulo, formalizaremos el Principio de Terminaciéon Ontologica y
mostraremos cémo la recursion estructural y los tipos dependientes proporcionan el
andamiaje mecdnico que garantiza, por construccién, que toda operaciéon legitima
termina.
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Capitulo 4: El objeto matematico como estado instrumentado

1. Mas alla del conjunto: la estructura (G, k, p)

El capitulo anterior concluy6 con una pregunta: si un nimero no es un objeto
completado con infinitas propiedades determinadas, ;qué es?

La respuesta que la matematica clasica ofrece es insatisfactoria desde el punto de vista
operativo. Un numero real es, segin Dedekind, una cortadura: una particiéon del
conjunto de los racionales en dos subconjuntos infinitos. Segin Cantor, es una clase de
equivalencia de sucesiones convergentes. Ambas definiciones son matematicamente
impecables dentro de su sistema, pero ambas comparten un defecto fundamental
desde la perspectiva que este libro desarrolla: tratan el nimero como un objeto
estatico, contemplable desde fuera, independiente de cualquier procedimiento
para acceder a él.

El lector puede objetar: “;Y qué importa? Las definiciones funcionan. Los teoremas se
demuestran. ;Por qué cambiar algo que no esta roto?”

La respuesta es que si esta roto, pero la rotura solo se manifiesta cuando intentamos
usar esos numeros en operaciones concretas. Cuando intentamos computar con ellos.
Cuando intentamos verificar que dos expresiones denotan el mismo nimero. Cuando
intentamos determinar, en tiempo finito, si una propiedad se cumple o no se cumple.

En esos momentos, la matematica clasica se ve obligada a introducir conceptos que no
estaban en sus definiciones originales: aproximaciones, cotas de error, precision,
tolerancia. Estos conceptos son operativamente indispensables, pero ontolégicamente
secundarios en el sistema clasico. Se los trata como herramientas practicas para lidiar
con nuestra limitaciéon humana, no como parte constitutiva de lo que un namero es.

La tradicidn constructiva: Bishop y el médulo de convergencia

Antes de presentar nuestra propuesta, es preciso reconocer un precedente
fundamental. En 1967, el matematico Errett Bishop publico Foundations of
Constructive Analysis, donde reconstruy6 el andlisis real completo sin apelar al
principio del tercero excluido ni al axioma de eleccidn.

Bishop defini6 un numero real como una sucesion de Cauchy de ndmeros
racionales acompaifiada de un mdédulo de convergencia explicito. Es decir, un
numero real no es un punto en la recta, sino una sucesion (x,) junto con una funciéon
M:N - N que garantiza: para todo € > 0, sim,n > M(¢€), entonces |x,, — x,| < €.

Esta definicion es constructivamente impecable: no asume la existencia de un limite
completado, solo la capacidad de producir aproximaciones cada vez mas precisas con
una garantia verificable de convergencia.

Nuestra propuesta retiene la disciplina constructiva de Bishop, pero introduce una
innovaciéon fundamental: la intensionalidad. Bishop identifica el niimero con la
sucesion misma (o mas precisamente, con su clase de equivalencia extensional).
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Nosotros identificamos el nimero con el generador G que produce la sucesion. Esta
distincion, que puede parecer sutil, tiene consecuencias profundas: nos permite
rastrear el costo computacional, elegir entre algoritmos alternativos, y preservar la
informacion algoritmica que la igualdad extensional de Bishop borra.

La inversion ontoldgica

Este libro propone una inversion radical. La precisién, la escala y la capacidad
generativa no son afiadidos pragmaticos a una ontologia platonica. Son la ontologia
misma. Un nimero no es un objeto que luego, contingentemente, aproximamos. Un
numero es una operacion de generacion acotada a una escala y una precision.

Esta inversion no es arbitraria. Es la consecuencia inevitable de la Trinidad
Ontolégica que establecimos en el Capitulo B:

1. Pilar Logico (Curry-Howard): Calcular es demostrar.

2. Pilar Computacional (Church-Turing): Toda demostraciéon constructiva es
ejecutable.

3. Pilar Fisico (Gandy-Landauer-Bekenstein): Toda implementacion fisica esta
sujeta a limites termodindamicos y relativistas.

Si la matematica operativa se realiza como un evento fisico acotado, entonces el
objeto matematico debe capturar esa realizacion. No puede ser una abstraccion
platénica suspendida en el vacio; debe ser el registro de un proceso que consume
energia, toma tiempo finito, y entrega un estado verificable.

Formalicemos esta idea.
Un objeto matematico, en el sistema que este libro propone, es una terna ordenada:

(G, k,p)
donde:

e (G esun generador: la regla finita, el codigo, la intension del procedimiento.
ek esuna escala: el recurso computacional asignado al evento.
e  pesuna precision: la cota métrica de incertidumbre certificada.

Esta estructura no es una convencion arbitraria. Es la materializacion concreta de los
tres pilares ontoldgicos. El generador G encarna los pilares l6gico y computacional
(Curry-Howard + Church-Turing). La escala k y la precisién p encarnan el pilar fisico:
los limites termodinamicos del universo.

2. El Generador (G), la Escala (k) y la Precision (p): anatomia de un
numero real en un universo finito

Examinemos cada componente de la terna con detalle, usando ejemplos concretos.
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El Generador (G): la intension finita

El generador es una regla efectiva finita para producir representaciones parciales
del objeto. Es crucial comprender que G es la intension (el cddigo, la descripcién
finita), no la extension (la ejecucion infinita completada).

Mas precisamente, G es una especificacion finita de una funcién de transiciéon de
estado: un texto en un lenguaje formal decidible que denota cdmo transformar un
estado interno en el siguiente estado y una salida observable. G debe ser verificable
mecanicamente: su terminacién y correccion deben poder demostrarse dentro de un
sistema formal suficientemente rico (como la teoria de tipos de Martin-L6f que
presentamos en el Capitulo B).

Esta distincién entre intension y extension es fundamental para el Axioma de No-
Reificacion. EI ANR no prohibe tratar G como objeto legitimo; de hecho, G como
codigo finito es un componente fundamental de nuestro sistema. Lo que el ANR
prohibe es tratar la extension infinita —la totalidad de los resultados que G
produciria si se ejecutara sin limite— como si ya existiera en acto.

Ejemplo 1: El nimero 1/3

En la matematica clasica, 1/3 es un objeto: el nimero racional que, multiplicado por 3,
da 1. En nuestro sistema, 1/3 no es un objeto completado. Es un generador G,,3 que

funciona asi:

“Dado un entero positivo n, ejecuta n pasos del algoritmo de division larga de 1 entre 3, produciendo el
numero racional expresado con n digitos decimales.”

Este generador es un algoritmo finito que cabe en una hoja de papel o en la memoria
de un procesador. Es un objeto legitimo. Lo que no es legitimo es decir “existe el
numero 1/3 con infinitos decimales ya puestos”, porque eso seria reificar la extension
infinita.

Si ejecutamos G;/3 con n = 1, obtenemos 0,3. Si lo ejecutamos con n = 5, obtenemos
0,33333. Silo ejecutamos con n = 100, obtenemos 0, 33...3.

-
100 veces

El generador G, /3 no es el numero 1/3 con infinitos decimales. Es la regla que permite

producir tantas aproximaciones como queramos, una por vez, sin que ninguna de ellas
sea “el nimero completo”.

Ejemplo 2: El nimero 2

En la matematica clasica, V2 es el niimero real positivo cuyo cuadrado es 2. En nuestro
sistema, es un generador G vz que funciona asi:

“Dado un entero positivo k, ejecuta k iteraciones del método de Newton-Raphson sobre aritmética de
intervalos de precision controlada, comenzando con el intervalo [1,2], y devuelve el intervalo resultante
junto con su anchura como cota de error.”
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Es crucial precisar que este generador nmo opera sobre numeros racionales de
precision arbitraria (lo cual violaria el PTO fisico al requerir memoria creciente sin
cota). Opera sobre aritmética de intervalos con precision fija (por ejemplo, 64 bits),
lo cual garantiza que cada iteracién consume recursos acotados y el error de redondeo
esta certificado en cada paso.

Este generador es, nuevamente, una regla finita. Es la intension, no la extensidn.

La Escala (k): el recurso computacional asignado

La escala es el parametro que indica cuanto se ha ejecutado el generador. Es una
medida del esfuerzo computacional invertido, del tiempo transcurrido, de los recursos
consumidos.

Es crucial comprender que k no es simplemente “el nimero de digitos solicitados”
(aunque en algunos generadores puede coincidir). k es una medida de recurso
computacional asignado: puede ser el nimero de iteraciones del algoritmo, la
profundidad de una recursion, el tiempo de cémputo transcurrido, o la energia
disipada.

El agente que ejecuta la computaciéon (sea un programador humano, un sistema
automatizado, o un instrumento de medicion fisico) asigna un presupuesto k. Este
presupuesto esta acotado superiormente por los limites fisicos del universo:

e Limite de Bekenstein (1981): formulado originalmente en el contexto de la
termodindamica de agujeros negros y generalizado a cualquier region finita del
espacio, establece que la cantidad total de informacién almacenable en un
volumen espacial acotado con energia finita es estrictamente finita.

e Limite de Margolus-Levitin: establece una cota superior a la tasa de
operaciones por unidad de energia.

Dentro de ese techo fisico absoluto, k es una eleccion del agente (o una imposicién
de las condiciones de contorno del sistema fisico). Diferentes agentes, o el mismo
agente en diferentes contextos, pueden elegir diferentes valores de k para el mismo
generador.

La escala es fundamental porque el mismo generador, ejecutado a diferentes
escalas, produce diferentes estados instrumentados. El generador G 5 ejecutado

con k = 3 produce el estado (G5, 3,p3). Ejecutado con k = 10, produce el estado
(G /3,10, p10)- Son estados diferentes del mismo generador.

La Precision (p): la cota de estabilidad interna

La precision es una cota métrica de incertidumbre certificada. Indica cuan cerca
estan entre si las evaluaciones sucesivas del generador.

Correccion fundamental: No definimos p como la distancia a un “valor ideal” x* (el
limite de la sucesion si G converge), porque eso violaria el Axioma de No-Reificacién al
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invocar un objeto platénico inalcanzable. En su lugar, definimos p mediante una
condicion de Cauchy constructiva:

Paratodom,n >k, |eval(G,m) —eval(G,n)|<p

Es decir, p es una garantia de estabilidad interna del proceso: una vez alcanzada la
escala k, las evaluaciones posteriores no se alejaran mas que p entre si. La precisién es
una propiedad verificable del generador mismo, no una distancia a un ideal externo.

El médulo de convergencia: la epistemologia de la garantia

Existe una relaciéon funcional entre la escala k y la precisién p, mediada por las
propiedades de convergencia del generador G. Esta relacion se expresa mediante un
moédulo de convergencia:

p = €(k)

La precision p es una garantia matematica derivada del esfuerzo computacional
invertido. La escala k es el costo; la precision p es el rendimiento certificado.

Es importante reconocer que el médulo de convergencia €;(k) no siempre tiene una
forma cerrada conocida analiticamente. Para los generadores que presentaremos
como ejemplos, el médulo es conocido; pero en general, determinar €;(k) para un
generador arbitrario es, en si mismo, un problema matemadtico no trivial, cuyo
tratamiento sistematico corresponde al analisis numérico.

Existen tres niveles de honestidad epistémica en la certificacion de p:

1. Nivel 1 (Declaracion sin verificacion): El programador afirma p sin prueba.
Esto no constituye un estado instrumentado legitimo.

2. Nivel 2 (Verificacion estatica): Una herramienta de analisis (como Frama-C o
Verificarlo) prueba p mediante analisis de intervalos o aritmética afin. Esto
constituye un estado instrumentado verificado estaticamente.

3. Nivel 3 (Auto-certificacion dinamica): El generador G es un algoritmo de
aritmética de intervalos o modelos de Taylor que produce en cada paso un par
(valor, [valor — p,valor + p]). Esto constituye un estado instrumentado auto-
certificante, el estandar 6ptimo.

Nuestro sistema aspira al Nivel 3: generadores que son, ellos mismos, verificadores de
su propia precision.

Ejemplos concretos de modulo de convergencia

Para G,,; (division larga): Cada iteracion produce un digito decimal adicional. El
modulo de convergencia es:

€6, (k) = 107F

Tras k = 3 iteraciones, el resultado es 0,333 con precision p = 1073,
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Para G ; (método de Newton sobre intervalos): El método de Newton-Raphson
tiene convergencia cuadratica bajo condiciones apropiadas (funciéon convexa, punto
inicial suficientemente cerca de la raiz). El moédulo de convergencia es
aproximadamente:

_ok
€, (k) ~ C -2 2

donde C es una constante que depende del punto inicial y de las propiedades de la
funcién. Tras k = 5 iteraciones, la precision es del orden de 10719,

Es crucial sefialar que la validez de este médulo depende de hipotesis verificables:
que el punto inicial esté en una region de convexidad, que la derivada no se anule, etc.
El generador legitimo incluye la verificaciéon de estas hipétesis como parte de su
especificacion.

Identidad numérica: generadores co-convergentes

En la matematica clasica, se dice que diferentes algoritmos “aproximan el mismo
numero”. En nuestro sistema, debemos precisar qué significa esto sin invocar un
objeto platonico compartido.

Definicion: Dos generadores G; y G, son equivalentes por co-convergencia si, para
toda precision p > 0 exigida, existen escalas k;, k, tales que:

Ieval(Gl, kl) - eval(Gz, kz)l S p

Es decir, ambos generadores pueden producir resultados arbitrariamente cercanos
entre si, aunque lo hagan a diferentes velocidades y con diferentes costos
computacionales.

La identidad numérica (lo que la matematica clasica llamaba “el nimero 7”) no es un
solo generador, sino la clase de equivalencia de todos los generadores co-
convergentes.

Esta definicién resuelve elegantemente una aparente contradiccién: - Dos estados
instrumentados con el mismo generador G pero diferentes escalas k;,k, son
instancias de acceso del mismo nimero (caso particular trivial de equivalencia). - Dos
estados instrumentados con generadores distintos pero co-convergentes (como
GLeibniz y gGauss—Legendrey o ohroximaciones del mismo ndimero clasico, porque
pertenecen a la misma clase de equivalencia.

Ejemplo completo: el nimero

Considere el lector el nimero 7. En la matematica clasica, 7 es la razén entre la
circunferencia y el diametro de un circulo. Es un nimero real con infinitos decimales,
determinado y completo.
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En nuestro sistema, m es la clase de equivalencia de todos los generadores co-
convergentes que producen aproximaciones de esta razén. Hay muchos generadores
posibles:

e Laseriedeleibnizzr=4-(1-1/3+1/5-1/7+--+)
-  Convergencia: lineal, extremadamente lenta
- Modulo: e(k) = 1/k
e Laférmula de Machin: = = 16arctan(1/5) — 4arctan(1/239)
- Convergencia: lineal, pero mucho mas rapida que Leibniz
- Médulo: e(k) =~ 107%
e Elalgoritmo de Gauss-Legendre: iteracion con convergencia cuadratica
- Convergencia: cuadratica (los digitos correctos se duplican en cada
iteracion)
- Médulo: e(k) ~ 10~2°
e Elalgoritmo de Borwein: iteracion con convergencia cuartica
-  Convergencia: cuartica (los digitos correctos se cuadruplican en cada
iteracion)
- Médulo: e(k) ~ 10~*

Cada uno de estos es un generador diferente. Producen estados instrumentados
diferentes para la misma escala k. Pero todos pertenecen a la misma clase de
equivalencia: son co-convergentes.

Supongamos que queremos obtener 7 con precisiéon p = 1071° (aproximadamente la
precision de doble IEEE 754):

e  Con Leibniz: necesitarfamos k =~ 10 iteraciones (imposible en tiempo humano)
e  Con Machin: necesitariamos k =~ 16 iteraciones (factible)

e  Con Gauss-Legendre: necesitariamos k = 4 iteraciones (trivial)

e Con Borwein: necesitariamos k = 3 iteraciones (minimo)

La eleccion del generador es una decision ingenieril con consecuencias reales sobre
el costo computacional. La matematica clasica, al identificar el nimero con su
extension (la clase de equivalencia), borra esta informacién. Nuestro sistema la
preserva, permitiendo rastrear la proveniencia computacional de cada resultado.

Analogia con la medicion fisica

La terna (G, k, p) no es una abstraccion puramente matematica; es la formalizacién de
lo que todo fisico experimental reconoce como un resultado de medicion.

Considere la medicion de la longitud de una barra metalica con un calibre digital:

e G (Generador): El protocolo de mediciéon (posicionar la barra, cerrar las
mordazas, leer el display).
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ek (Escala): La resolucién del instrumento (por ejemplo, 0.01 mm) y el nimero de
lecturas promediadas.

e p (Precision): La incertidumbre declarada (£0.02 mm, que incluye error de
calibracidn, resolucion y variabilidad térmica).

El resultado no es “la longitud verdadera de la barra” (un valor platénico inasible). El
resultado es un estado instrumentado:

(Protocolo_Calibre, Resoluciéon_0.01mm, £0.02mm) + 150.23 mm

En fisica, toda medicién se reporta como valor + incertidumbre. La terna (G, k, p) es la
generalizacion matematica de esta practica: unifica el algoritmo, el recurso y el
certificado de error en una sola entidad ontolégica.

3. El Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO)

Hemos definido el objeto matematico como un estado instrumentado (G, k, p). Pero
esta definicion, por si sola, no es suficiente. Falta un principio que garantice que los
estados instrumentados son realmente alcanzables, que no son meras ficciones
tedricas.

Funciones parciales y el problema de la parada

Considere el lector la siguiente situacion. Alguien define un generador G que dice:

“Ejecuta el algoritmo de la maquina de Turing universal sobre la entrada x. Si la maquina se detiene,
devuelve 1. Si no se detiene, continda ejecutandose indefinidamente.”

Este generador esta bien definido en el sentido de que la regla es clara. Pero hay un
problema: para ciertos valores de x, no sabemos si la maquina se detiene o no. El
generador, ejecutado sobre esos valores, puede entrar en un bucle infinito y no
devolver ningun resultado.

En la matematica clasica y en la semantica denotacional de lenguajes de
programacion, esto se trata introduciendo un valor especial que denota “ausencia de
resultado” o “no terminacién”. La funcidn se considera “parcial”: definida para algunas
entradas, indefinida para otras.

En nuestro sistema, esto si es un problema. Un generador que puede no terminar no
es un generador legitimo, porque viola el Axioma de No-Reificacion: estamos tratando
una regla que puede no producir resultado como si produjera un resultado especial.

La solucion: generadores totales con timeout explicito

Nuestra solucién no es prohibir las funciones parciales, sino internalizar la
parcialidad como un caso de resultado explicito. Un generador legitimo es una
funcion total que, para toda entrada valida, devuelve uno de los siguientes estados:
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1. Valor(v,p): El computo termind exitosamente, produciendo el valor v con
precision certificada p.

2. Timeout(k): El computo no terminé dentro del presupuesto k asignado.

3.  ErrorDominio: La entrada no pertenece al dominio valido del generador.

El “bucle infinito” clasico se convierte asi en un Timeout a escala k: un dato fisico
honesto que informa “el calculo no termind con los recursos asignados”. No hay
valores especiales ocultos; todo resultado es explicito y verificable.

El Principio de Terminacion Ontoldgica

Formulamos ahora el PTO:

Principio de Terminacién Ontolégica (PTO): Todo generador legitimo debe ser una funcién total: para toda
entrada vélida y toda escala finita k, el generador termina y produce un resultado explicito (Valor, Timeout,
o ErrorDominio) en tiempo finito. Ademas, debe exhibirse una demostracion de esta totalidad dentro de un
sistema formal suficientemente rico (como la teoria de tipos de Martin-Lof presentada en el Capitulo B).

El PTO como motivacion fisica

El PTO no es una mera restriccion pragmatica de “buena programaciéon”. Encuentra
una motivacion fisica profunda en los limites termodinamicos de la computacion:

e Principio de Landauer (1961): toda operacién légicamente irreversible (como
el borrado de informacién) disipa una cantidad minima de calor Q = kzTIn2 en el
entorno. La computacion tiene un costo termodindamico inexorable.

e Limite de Bremermann (1965): establece una cota superior a la tasa de
procesamiento de informacion por unidad de masa-energia: aproximadamente
10*7 bits por segundo por gramo.

Un proceso que no termina no es una “entidad infinita fascinante”; es un sumidero
termodinamico. Consume energia, disipa calor, degrada el universo sin producir
jamas un bit de informacién utilizable. El1 PTO es la formulacion matematica de la
finitud fisica de la observacion.

Exigir que una operaciéon matematica legitima termine es exigir que el evento fisico
concluya, alcance su estado estacionario y entregue su resultado al observador.

Consecuencias del PTO

El PTO tiene consecuencias profundas:

Primera consecuencia: no todas las funciones matematicas clasicas son
legitimas en el dominio operativo.

La funcidn caracteristica del problema de la parada (que devuelve 1 si una maquina se
detiene y 0 si no) no puede ser un generador legitimo, porque no existe ningin
procedimiento efectivo que la compute. En la matematica clasica (ZFC), esta funcion
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existe como objeto abstracto; en el dominio operativo, no es accesible y, por tanto, no
forma parte de la ontologia ejecutable.

Esto no es una refutaciéon de ZFC, sino una delimitaciéon de dominios: ZFC es legitimo
para la exploracion de estructuras abstractas; nuestro sistema es legitimo para la
matematica que debe ejecutarse en el universo fisico.

Segunda consecuencia: la demostracion de terminacion es parte constitutiva del
objeto.

Un generador sin demostracion de terminaciéon no es un generador legitimo. Es una
promesa incumplida. En nuestro sistema, definir un objeto matematico es mas que
dar una regla. Es dar una regla y demostrar que la regla termina para toda entrada
valida y toda escala finita.

Esta demostracion de terminacion es, precisamente, la que sistemas como la teoria de
tipos de Martin-Lof garantizan por construcciéon para una amplia familia de
generadores, segin vimos en el Capitulo B.

Tercera consecuencia: el PTO conecta la matematica con la fisica.

Un generador que termina en tiempo finito es un generador que puede ser ejecutado
en el universo fisico. Un generador que no termina (o cuya terminacién no puede
demostrarse) es un generador que solo existe en el mundo platénico de las ideas, no
en el mundo de las maquinas y los procesos.

El PTO es, en ultima instancia, el principio que ancla la matematica a la realidad fisica.
Exige que todo objeto matematico sea, al menos en principio, computable dentro de
recursos finitos. No necesariamente eficiente, no necesariamente rapido, pero si
terminable en tiempo finito con recursos acotados.

4. La matematica como coleccion de estados instrumentados

Con el ANR y el PTO, tenemos ahora una ontologia completa para la matematica
operativa.

Un objeto matematico es un estado instrumentado (G, k, p), donde G es un generador
con demostracion de terminacidn, k es una escala finita (recurso computacional
asignado), y p es una precision declarada certificada por el mdédulo de convergencia

eq (k).
Operaciones sobre estados instrumentados

Una operacion matematica es una transformacion de estados instrumentados en
otros estados instrumentados. Consideremos la suma de dos niimeros reales:

Dados dos estados instrumentados (Gy,kq,p1) Vv (G2, k2, p2), su suma produce un
nuevo estado (Gsymar Ksumar Psuma)> donde:
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e Gguma: €l generador que ejecuta G, y G, y suma sus resultados.

e koumat la escala necesaria para ejecutar ambos generadores (tipicamente
max(k4, k;) o una funciéon de ambos).

*  Dsuma® 12 precision del resultado, que por la desigualdad triangular satisface
Psuma = P1 t D2

Es decir, el error del resultado no puede ser menor que la suma de los errores de las
partes. Esta es la ley de propagacion de errores, que en nuestro sistema no es un
afiadido pragmatico sino una consecuencia ontolégica de la estructura de los estados
instrumentados.

Una demostracion matematica es una secuencia de operaciones que transforma
estados instrumentados iniciales (hipdtesis) en estados instrumentados finales
(conclusiéon), preservando en cada paso la legitimidad de los generadores y la
correccion de las precisiones.

La gramatica del hacer vs. la gramatica del ser

Esta ontologia implica un cambio de régimen lingiiistico. La matematica clasica opera
con una gramatica del ser:

»n o«

e Sustantivos infinitos: “el Real”, “el Limite”, “el Conjunto”
e Verbos estaticos: “existe”, “pertenece”, “es igual a”

e  Cuantificacién sobre totalidades completadas: “para todo x € R”

Nuestra matematica operativa opera con una gramatica del hacer:

» o« AT

e Verbos acotados: “genera”, “aproxima”,
o Sustantivos procesuales: “el generador”, “la escala”, “la precision”
e Cuantificacion sobre instancias de acceso finito: “para toda escala k”

certifica”

Ejemplo concreto:
Gramatica del ser (clasica): > “Existe un nimero real x tal que x? = 2.”

Gramatica del hacer (operativa): > “El generador G ; (método de Newton sobre

intervalos), ejecutado a escala k = 10, produce el valor 1.41421356237 con precision
certificadap = 27°3.”

En la primera formulacién, se afirma la existencia de un objeto completado. En la
segunda, se describe el resultado de un proceso ejecutable con recursos finitos y
precision verificable.

Este cambio no es meramente estilistico. Es ontoldgico. La gramatica del ser fuerza la
reificacion: tratar procesos como objetos, reglas como conjuntos, operaciones como
entidades estaticas. La gramatica del hacer hace visible el proceso, el recurso y el
error.
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Honestidad y modestia

El lector puede sentir que esta matematica es “mas pobre” que la clasica. Que hemos
perdido la riqueza del infinito, la elegancia de las demostraciones no constructivas, la
potencia del Axioma de Eleccién.

Es cierto. Hemos perdido esas cosas. Pero lo que hemos ganado es una matematica
que no miente. Una matematica que no promete mas de lo que puede cumplir. Una
matematica donde cada objeto es, literalmente, el resultado de una operacién que
termina.

Y eso, en un universo finito con recursos limitados, no es pobreza. Es honestidad.

Lo que sigue en este libro es la construccién sistematica de la aritmética, el analisis y
la fisica sobre esta base. En los capitulos subsiguientes, desarrollaremos las
operaciones sobre estados instrumentados, mostrando que la matematica, al fin,
recupera su dimensién operativa original: es cédigo que termina, en un universo
finito, con precisién declarada.
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Capitulo 5: La mecanica de la verdad: reduccion, igualdad y
recursion

1. La igualdad como evento

En la matematica clasica, la igualdad es una relacion estatica entre objetos. Cuando
escribimos 2 + 2 = 4, estamos afirmando que la entidad denotada por la expresién
«2+ 2» es idéntica a la entidad denotada por «4». Son dos nombres, dos
descripciones, para el mismo objeto platénico. La igualdad es un hecho eterno,
atemporal, independiente de cualquier procedimiento para verificarla.

En el sistema que este libro propone, la igualdad no es un hecho estatico. Es un
evento.

La reduccidon como ejecucion

Considere el lector la expresion 2 + 2. En nuestro marco ontolégico, esta expresion no
denota un objeto completado suspendido en el cielo platonico. Denota un generador
G, (la regla de la suma) que aun no ha sido aplicado sobre dos argumentos,
acompanado de una escala y una precision que se determinaran durante la ejecucion.

La expresion 4, por su parte, denota otro generador: G,ymeral (12 regla que produce el
numeral por conteo directo) ejecutado hasta la escala que produce exactamente
cuatro unidades, con precision exacta (error cero, porque es un entero generado por
sucesiodn finita).

Cuando afirmamos 2 + 2 = 4, no estamos contemplando dos objetos y observando
que son idénticos. Estamos afirmando que el proceso de reducir el primer
generador produce el mismo resultado que el segundo generador, dentro de
una precision dada.

La igualdad, en nuestro sistema, se verifica mediante un proceso de reduccion.
Reducir una expresion es ejecutar el generador que la define, paso a paso, hasta
alcanzar una forma que ya no puede simplificarse mas. Esa forma final es la forma
normal de la expresion.

El proceso de reduccion de 2 + 2 transcurre asf:

Se aplica el generador de la suma a los argumentos 2 y 2. La regla de la suma, definida por recursién
estructural, descompone el segundo argumento paso a paso: primero reduce 2 a su predecesor 1, luego 1 a
su predecesor 0, mientras construye el resultado aplicando el sucesor en sentido inverso. Tras dos pasos de
reduccién, alcanzamos el caso base (segundo argumento igual a cero) y el resultado es 4. La forma normal es
el estado instrumentado (Gpumeran, K = 4,0 = 0).

El proceso de reduccién de 4 es trivial: el generador de numerales, ejecutado a escala
4, entrega directamente 4. La forma normal es el mismo estado instrumentado:

(Ghumera k = 4,p = 0).
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Ambas expresiones reducen al mismo estado instrumentado. Por eso decimos que son
iguales.

Noétese lo que acabamos de hacer: no contemplamos dos objetos y observamos que
son idénticos. Ejecutamos dos procesos y verificamos que convergen en el mismo
resultado. La igualdad no se observa desde fuera: se produce desde dentro. La
igualdad es un evento computacional, no una relaciéon metafisica.

Este es el contenido profundo de la correspondencia de Curry-Howard que
presentamos en el Capitulo 2: una prueba de igualdad es un programa que computa la
equivalencia. Demostrar que 2 + 2 = 4 es construir el programa que reduce ambos
lados al mismo estado normal.

La forma normal instrumentada

Es crucial precisar qué constituye la forma normal de un estado instrumentado, pues
varia segun el tipo de objeto:

Para enteros y objetos discretos exactos: la forma normal es el valor canénico (el
numeral 4, el arbol vacio, la lista de tres elementos). La precisiéon es p = 0 (error
nulo), y la escala k es el numero de pasos de construccion.

Para numeros reales y objetos continuos: la forma normal no es un nimero exacto,
sino un registro de medicion certificado: una terna compuesta por el valor
aproximado, el intervalo de incertidumbre, y el certificado de que el error esta
acotado. Por ejemplo, tras ejecutar el algoritmo de Gauss-Legendre para m con k = 3
iteraciones, la forma normal es:

(3.14159265358979, [3.14159265358979 — 10716, 3.14159265358979
+ 10_16]' 7Tcert)

donde 7 es la evidencia (traza de ejecucion, andlisis de intervalos) que certifica que
cert
el error es efectivamente menor que 10716,

En ambos casos, la forma normal es un estado instrumentado cerrado: ya no admite
mas pasos de reduccion bajo la escala k elegida. Cualquier refinamiento ulterior
requeriria aumentar k y recomputar.

La igualdad aproximada entre estados instrumentados

La situacion se vuelve conceptualmente mas rica cuando tratamos con generadores
que producen resultados parciales, como los niimeros reales.

Considere los estados instrumentados (Ggauss-rLegendresX = 3,03) ¥ (GMachin, kK =

5,ps), donde ambos generadores producen aproximaciones de lo que clasicamente
llamamaos .

;Son iguales estos dos estados?
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En la matematica clasica, la respuesta es automatica: ambos «representan» el mismo
numero 7, un objeto platénico con infinitos decimales completados. Pero en nuestro
sistema, la pregunta debe formularse con honestidad operativa.

Lo que podemos afirmar es esto: si ambos generadores se ejecutan a escalas
suficientes para producir resultados con precision p = 107%, entonces los
resultados parciales coinciden en los primeros seis digitos decimales. Esto es un
evento verificable: ejecutamos ambos generadores hasta la escala necesaria y
comparamos los digitos dentro de la tolerancia declarada.

Pero no podemos afirmar que los generadores «son iguales» en un sentido absoluto.
No podemos ejecutarlos hasta el infinito y verificar que coinciden en todos los digitos,
porque el infinito actual no existe en nuestro universo fisico. Lo Unico que podemos
verificar es la coincidencia hasta una escala y una precision finitas.

La igualdad entre estados instrumentados es, por tanto, siempre una igualdad
acotada: dos estados son indistinguibles a precisiéon p si sus resultados parciales
coinciden dentro de la tolerancia declarada.

El costo termodinamico de la verificacion

Es importante reconocer que la verificaciéon de la igualdad acotada no es gratuita.
Encontrar la escala k necesaria para garantizar la precisiéon p requiere invocar el
modulo de convergencia €;(k) del generador, lo cual puede ser tan costoso
computacionalmente como la propia evaluacién del generador.

La igualdad, en nuestra ontologia, tiene un precio en ciclos de reloj y disipacion de
calor. Dos generadores pueden ser co-convergentes (producir resultados
arbitrariamente cercanos), pero verificar esa co-convergencia a una precision muy
alta puede requerir recursos que exceden los disponibles. La igualdad instrumentada
es decidible en principio, pero su costo termodindmico puede ser prohibitivo en la
practica.

Generadores co-convergentes y la relacion de intercambiabilidad

En el Capitulo 4 introdujimos la nocion de generadores co-convergentes: dos
generadores G; y G, son co-convergentes si, para toda precision p > 0 exigida, existen
escalas k4, k, tales que sus resultados caen dentro de la misma banda de tolerancia p.

Es crucial precisar que esta co-convergencia es una relacion demostrable entre
pares de generadores, no una totalidad completada. No postulamos la existencia de
una «clase de equivalencia» que contenga todos los generadores co-convergentes (eso
seria reificar el infinito actual a nivel meta). En su lugar, afirmamos que dos
generadores especificos son intercambiables a precision p si podemos demostrar
que sus ejecuciones convergen dentro de esa tolerancia.

La identidad numérica de m no es un objeto platénico ni una clase de equivalencia
completada. Es el generador canonico elegido (por ejemplo, Ggayss-Legendre) junto

con el certificado de intercambiabilidad que demuestra que otros generadores
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(Leibniz, Machin, Borwein) producen resultados compatibles dentro de la precision
requerida.

Cuando un ingeniero sustituye el algoritmo de Leibniz por el de Gauss-Legendre en un
sistema critico, no esta «cambiando de nimero». Esta eligiendo un generador mas
eficiente dentro de la misma red de generadores intercambiables. La identidad
numérica se preserva (es la especificacion del problema: «la razéon entre
circunferencia y diametro»); lo que cambia es el costo termodinamico de acceder a
ella.

El problema de decidir igualdad entre generadores

Hay una pregunta que el lector atento puede formularse: dados dos generadores
arbitrarios G; y G,, ;existe un procedimiento que determine si son co-convergentes?
(Existe un algoritmo que decida si producen siempre resultados indistinguibles?

La respuesta es no. No existe un algoritmo que, dados dos generadores arbitrarios,
determine si son equivalentes.

Es importante precisar el alcance de esta indecidibilidad. En nuestro sistema, todo
generador legitimo es, por construccidn, terminante (el Principio de Terminacion
Ontoloégica exige una demostracién de terminacion, tipicamente via recursion bien
fundada). Sin embargo, incluso restringiéndonos al universo de generadores totales y
terminantes, la pregunta de si dos generadores distintos producen siempre el mismo
resultado extensional sigue siendo, en general, un problema de gran dificultad —y con
frecuencia indecidible incluso en esta clase mas disciplinada de programas.

Esto no es un defecto de nuestro sistema. Es una caracteristica de la realidad
computacional. En un universo finito, no hay oraculos que puedan contemplar la
totalidad infinita de las ejecuciones posibles. Solo hay procesos finitos que producen
resultados finitos.

La igualdad extensional absoluta entre generadores es indecidible. Pero la igualdad
instrumentada a precision p es perfectamente decidible: basta ejecutar ambos
generadores hasta la escala requerida (determinada por sus modulos de
convergencia) y comparar los resultados dentro de la tolerancia declarada.

La matematica clasica, al reificar el infinito, se obliga a preguntar si dos generadores
«son el mismo nimero» en un sentido absoluto. Nuestra matematica operativa, al
respetar el Axioma de No-Reificacion, se conforma con preguntar si dos generadores
«son indistinguibles a precisiéon p». La segunda pregunta es decidible (aunque
costosa); la primera no.

La igualdad, en nuestro sistema, no es una verdad eterna contemplada desde fuera. Es
un evento computacional: algo que ocurre cuando dos procesos se ejecutan y
convergen en el mismo estado, dentro de una precisién dada.

57



La gestion de la no-transitividad: refinamiento y composicion

La igualdad instrumentada =, (indistinguibilidad a precision p) es una relacion de
tolerancia: reflexiva y simétrica, pero no transitiva. Sia ~, by b =, c, la desigualdad
triangular solo garantiza que a y ¢ estan a distancia < 2p, no necesariamente < p.

Esto plantea un desafio: ;como se encadenan igualdades en el razonamiento
matematico? Si no podemos usar transitividad, ;como hacemos algebra y analisis?

La soluciéon es el refinamiento de precision. La igualdad instrumentada no es una
relacion binaria global, sino una familia de relaciones indexadas por precision: ~,,

para cada p > 0. Para encadenar igualdades, debemos reunificar la precision:

Si necesitamos demostrar a &, ¢ y disponemos de a ~,,3 b y b ~, 3 c, entonces por la desigualdad
triangular concluimos a =, c.

Operativamente, esto significa que si queremos encadenar dos igualdades con
tolerancia p, debemos re-ejecutar los generadores a una precision mas fina (p' < p/
3) para garantizar que la composicion no exceda la tolerancia original.

Este mecanismo de refinamiento es el corazon del calculo de tolerancias en analisis
numérico, y en nuestro sistema se eleva a principio légico: la igualdad no es una
propiedad estatica, sino un juicio hipotético valido en un contexto de precision
I' = (p). Para razonar en cadena, debemos ajustar el contexto (refinar p) y
recomputar.

La no-transitividad no es un defecto; es el reflejo matematico exacto de como la
incertidumbre se propaga en la fisica y el calculo numérico real. Henri Poincaré lo
sefalé hace mas de un siglo: el continuo fisico no es transitivo. Nuestra logica de
igualdad instrumentada captura esta realidad sin fingir que el mundo es mas simple
de lo que es.

2. La recursion como tiempo finito

Hemos definido el objeto matematico como un estado instrumentado (G, k, p). Hemos
explicado como la igualdad se verifica mediante reduccién. Pero falta una pregunta
fundamental: ;como se construyen los generadores? ;Como se produce el tiempo
dentro del cual un generador se ejecuta?

La respuesta es la recursion.

La recursion como fisica del tiempo matematico

La recursion es el mecanismo por el cual una operaciéon se define en términos de si
misma, aplicada a casos estructuralmente mas simples, hasta llegar a un caso que no
requiere mayor simplificacidn. Ese caso final es el caso base.

En la matematica clasica, la suma de niimeros naturales se define mediante axiomas:
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o a+0=a
e a+b+1)=((a+b)+1

Estos axiomas se presentan como verdades estaticas sobre un objeto platonico
llamado «suma». En nuestro sistema, estos axiomas no son verdades estaticas. Son
instrucciones para un generador.

La primera instruccion es el caso base: si el segundo argumento es cero, el resultado
es el primer argumento. La segunda instruccion es el paso recursivo: si el segundo
argumento es el sucesor de algin nimero b, entonces el resultado es el sucesor de la
sumadeay b.

Cuando ejecutamos este generador para calcular 3 + 2, lo que ocurre es una cadena
finita de reducciones:

Para sumar 3 + 2, aplicamos la regla recursiva: como 2 es el sucesor de 1, reducimos a (3 + 1) + 1. Ahora 1
es el sucesor de 0, asi que reducimos a (3 + 0) + 1 4+ 1. Alcanzamos el caso base: 3 + 0 = 3. Propagamos el
resultado: 3+ 1 =4,y4 + 1 = 5. El resultado final es 5.

Cada paso de esta cadena es una aplicacién de la regla recursiva. El proceso termina
cuando alcanzamos 3 4+ 0, que es el caso base. En ese momento, la recursién se
detiene y el resultado se propaga hacia arriba.

La recursién no es un truco de programacion. Es la fisica del tiempo matematico.
Cada aplicacion recursiva es un paso en el tiempo. El caso base es el fin del tiempo. La
cadena completa de aplicaciones recursivas es la historia de la computacion.

El caso base como condicion de posibilidad termodinamica

El caso base no es una convencion arbitraria. Es la condicion de posibilidad para que
el calculo entregue un resultado utilizable.

Sin caso base, la recursion no termina. El generador entra en un bucle infinito: cada
invocacion llama a otra invocacién, sin que ninguna produzca un resultado directo. El
proceso consume energia, ocupa memoria en la pila de llamadas, pero nunca entrega
un estado instrumentado.

Un generador sin caso base viola el Principio de Terminaciéon Ontoldgica. Es un
proceso que degrada recursos sin producir jamas un bit de informacién utilizable.

Es importante precisar la relacion con el principio de Landauer. Landauer estableci
que borrar informacién tiene un costo termodinamico minimo (kgTln2 por bit). El
caso base no es donde «la energia se cristaliza»; es donde la recursion deja de
acumular estado en la pila de llamadas. La terminaciéon permite el unwinding
(propagacion del resultado hacia arriba). El costo termodinamico irrevocable ocurre
al liberar la pila y sobrescribir registros para la siguiente computacion. El caso base es
la condicion sine qua non para que exista un «después» donde la informacion resulte
usable.
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Sin caso base, no hay resultado. Sin resultado, no hay estado instrumentado. Sin
estado instrumentado, no hay objeto matematico.

La recursion bien fundada como garantia de terminacion

(Como garantizamos que un generador recursivo termine? La respuesta es la
recursion bien fundada.

En el Capitulo 2 presentamos la teoria de tipos de Martin-L6f y su propiedad de
normalizacion fuerte. La clave de esta garantia es que la recursion debe operar sobre
una métrica de terminacion que decrece estrictamente en cada llamada recursiva.

Un orden esta bien fundado cuando no admite cadenas descendentes infinitas — es
decir, cuando, partiendo de cualquier elemento y descendiendo repetidamente, se
alcanza siempre, en un namero finito de pasos, un elemento minimo que no puede
reducirse mas.

Para los nimeros naturales, la métrica es el valor mismo del nimero: en cada llamada
recursiva, el argumento debe ser estrictamente menor que el argumento original.
Como los naturales estan bien fundados (toda cadena descendente es finita), la
recursion debe terminar.

Para estructuras mas complejas (listas, arboles), la métrica es el tamafio de la
estructura: la llamada recursiva debe operar sobre una subestructura estrictamente
mas pequefia.

Para generadores de analisis numérico (método de Newton, biseccidon), la métrica
puede ser el tamafio del intervalo de incertidumbre, el residuo de la ecuacién, o el
numero de iteraciones restantes. Lo crucial es que exista una funciéon y que mapee
cada estado a un valor en un orden bien fundado, y que u decrezca estrictamente en
cada paso.

Esta garantia no es empirica. No es una esperanza de que el programa termine. Es un
teorema demostrado sobre la estructura del sistema formal. La terminacién esta
garantizada por construccion.

La recursion bien fundada es el mecanismo que implementa el Principio de
Terminacién Ontolégica. Cada generador legitimo debe estar definido por recursion
sobre un orden bien fundado, lo que garantiza que toda ejecucién termina en tiempo
finito y produce un estado instrumentado.

La induccion como dual de la recursion

La recursion define funciones: construye objetos. La induccion demuestra
propiedades: verifica objetos. Son dos caras de la misma moneda, unidas por la
correspondencia de Curry-Howard.

En nuestro sistema, no hay distincion mecanica entre ambas: el eliminador del tipo
inductivo es la Unica primitiva. Usado para producir datos, lo llamamos recursion;
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usado para producir pruebas de proposiciones, lo llamamos induccién. Curry-Howard
los unifica en una sola regla de inferencia.

Cuando demostramos por induccién que la suma es conmutativa (a +b = b + a), lo
que hacemos es construir un programa que, dados a y b, produce la evidencia de que
a+ byb + areducen al mismo estado normal.

El caso base de la induccion verifica la propiedad para b = 0: construimos la
evidencia de que a + 0 = 0 + a. El paso inductivo asume que tenemos evidencia para
b (hipotesis inductiva) y construye evidencia para b + 1.

Ejemplo concreto: Demostremos que 0 + n = n para todo natural n.

e Caso base (n = 0): Debemos mostrar que 0 + 0 = 0. Por la definicién de suma,
0 + 0 reduce directamente a 0 (caso base de la recursién). La evidencia es trivial:
ambas expresiones reducen al mismo numeral.

e Paso inductivo (n » n+ 1): Asumimos que 0+ n =n (hipdtesis inductiva).
Debemos mostrar que 0 + (n + 1) = n + 1. Por la definiciéon de suma, 0 + (n + 1)
reduce a (0 +n) + 1. Por la hipétesis inductiva, 0 + n =n, asi que (0 +n) +1
reduce a n + 1. Hemos construido la evidencia para n + 1 a partir de la evidencia
paran.

El caso base de la induccidn es el ancla de la demostracion, asi como el caso base de la
recursion es el ancla del calculo. Sin caso base, la induccién no tiene fundamento.

Verificacion universal: generadores de pruebas paramétricos

Una pregunta crucial: ;como verificamos teoremas universales como «para todo
numero real instrumentado x, se cumple P(x)» sin cuantificar sobre una totalidad
infinita (lo cual violaria el ANR)?

La respuesta es que una demostracién universal no es una inspeccion infinita de
casos. Es un generador transformador que toma cualquier estado instrumentado
como entrada y produce, como salida, un estado instrumentado que certifica la
propiedad.

Mas precisamente: una prueba de «para todo x de tipo A, se cumple P(x)» es un
generador H tal que, dado cualquier estado instrumentado s = (G, k, p) de tipo A4,
H(s) termina y produce un estado instrumentado que certifica P(x) a una precisiéon
derivada.

La «universalidad» es la parametricidad del generador H frente a sus entradas. H no
inspecta una totalidad completada; H es una regla uniforme que funciona para
cualquier entrada legitima que se le proporcione.

Esto es andlogo a una funcién en programaciéon: no necesita «ver» todos los posibles
argumentos para estar definida; basta con que esté definida para cualquier argumento
que reciba.
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La induccién es el caso paradigmatico: el generador de pruebas por induccién
funciona para cualquier natural n, no porque inspeccione todos los naturales de una
vez, sino porque aplica la misma regla (caso base + paso inductivo) de manera
uniforme.

La recursion y la induccion son, en nuestro sistema, los dos mecanismos
fundamentales de la matematica operativa. La recursiéon construye generadores. La
induccion verifica sus propiedades. Ambas requieren un caso base. Ambas terminan.
Ambas producen resultados concretos.

Esta dualidad tiene una contraparte en la teoria de la demostracién. El teorema de
eliminaciéon de cortes de Gentzen establece que toda demostracion puede
transformarse en una demostracion «directa» sin lemas auxiliares. En términos
computacionales, la eliminacién de cortes es la normalizacién: todo programa puede
simplificarse hasta alcanzar su estado normal.

La recursién es el mecanismo de construccion. La induccién es el mecanismo de
verificacion. La eliminaciéon de cortes es la garantia de que toda verificaciéon puede
simplificarse hasta una evidencia directa. Juntos, estos tres pilares sostienen la
mecanica de la verdad en nuestro sistema.

Comparacion con la tradicion constructiva

Es importante sefialar como nuestra aproximacion se relaciona con la tradicién
constructiva existente.

Errett Bishop (1967) defini6 los nimeros reales como sucesiones de Cauchy con
modulo de convergencia explicito, y desarrollé el analisis constructivo sin apelar al
tercero excluido ni al axioma de eleccion. Nuestra terna (G,k,p) retiene esta
disciplina, pero introduce una diferencia crucial: la intensionalidad. Bishop identifica
el nimero con la sucesiéon misma (o su clase de equivalencia extensional); nosotros
identificamos el nimero con el generador G, preservando la informacion algoritmica y
el costo computacional.

Per Martin-Lof (1972+) desarroll6 la teoria de tipos intuicionista con recursion
estructural y normalizacion fuerte. Nuestro sistema hereda esta garantia de
terminacion, pero la ancla explicitamente a la fisica (Landauer, Gandy) en lugar de
tratarla como una propiedad puramente sintactica.

La originalidad de nuestra propuesta no reside en inventar la igualdad aproximada ni
los médulos de convergencia (que son conceptos de Bishop), ni en la recursién bien
fundada (que es de Martin-Lof). La originalidad reside en unificar estos conceptos
bajo una ontologia que los ancla a la fisica del universo finito, y en elevar la escala
k y la precision p a componentes constitutivos del objeto matematico, no a meros
parametros epistémicos.
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3. Del cielo platénico a la ingenieria de la verificacion

Llegamos, en este punto, a una encrucijada filoséfica.

Lo que hemos construido en los capitulos anteriores no es simplemente una
matematica alternativa. Es una ontologia alternativa para el dominio operativo. Una
forma diferente de entender qué existe, qué podemos conocer, y qué podemos
verificar cuando la matematica debe ejecutarse en el universo fisico.

La coexistencia de dos dominios de excelencia

En la ontologia clasica (ZFC), la matematica describe un mundo de objetos abstractos
que existen independientemente de nuestra capacidad de conocerlos. Los nimeros,
los conjuntos, las funciones, los espacios: todos ellos estan «ahi», completos y
determinados, esperando ser descubiertos. El matematico es un explorador que
cartografia un territorio preexistente.

Esta ontologia es legitima y fértil para la exploracién de estructuras abstractas.
Permite demostrar teoremas de existencia, clasificar estructuras, establecer
relaciones entre teorias. Es un telescopio de potencia extraordinaria para la
matematica descriptiva.

En la ontologia que este libro propone, no hay territorio preexistente en el dominio
operativo. Hay operaciones que producen resultados. Los objetos matematicos no
se descubren: se construyen. No se contemplan: se ejecutan. No existen en un cielo
platénico: existen como estados instrumentados (G,k,p), generados por reglas
efectivas que terminan en tiempo finito.

Estos dos dominios —el descriptivo y el operativo— pueden coexistir sin
contradiccion. La matematica clasica sigue siendo legitima para la exploracion
abstracta; nuestra matematica operativa es legitima para la verificaciéon concreta. Son
empresas distintas con propdsitos distintos.

Pero en el dominio operativo —donde la matematica debe ejecutarse en
procesadores, verificarse en sistemas criticos, materializarse en mediciones fisicas—
la ontologia del estado instrumentado es la Uinica que no miente. La dnica que no
promete mas de lo que puede cumplir.

La verificacion como constitucion de la verdad operativa

En el dominio clasico, una proposicion es verdadera si corresponde a la estructura
platénica de los numeros, los conjuntos, o los espacios. La verdad es ontoldgica:
depende de cdmo es el mundo matematico, independientemente de nuestra capacidad
de acceder a él.

En el dominio operativo, una proposicion es verificada si existe un generador que la
demuestra y que termina en tiempo finito. La verificacibn no es un acto
epistemologico externo que «descubre» una verdad preexistente; es el acto
constitutivo mediante el cual la verdad deviene existencia operativa.
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Esto no invalida la nocién clasica de verdad en su propio dominio. Simplemente
reconoce que, cuando la matematica debe ejecutarse en el universo fisico, la Unica
verdad accesible es la que podemos construir y verificar.

El nuevo rol del matematico operativo

En la ontologia clasica, el matematico es un contemplativo. Su tarea es descubrir
verdades eternas, demostrar teoremas, explorar la estructura del mundo platénico. Su
herramienta principal es la intuicion, guiada por la légica clasica.

En la ontologia operativa, el matematico es un verificador constructivo. Su tarea es
construir generadores legitimos, ejecutarlos a escalas finitas, verificar sus resultados,
y demostrar que terminan. Su herramienta principal es la recursién bien fundada,
guiada por el caso base.

El matematico operativo ya no pregunta: «;Qué es el nimero m?» Pregunta: «;Qué
generador produce aproximaciones de 1 con precision p en k pasos, y cual es su costo
termodinamico?»

El matematico operativo ya no pregunta: «;Existe un conjunto con esta propiedad?»
Pregunta: «;Puedo escribir un generador que, dado un candidato, verifique si cumple
la propiedad en tiempo finito?»

El matematico operativo ya no pregunta: «;Es verdadera esta proposicién para todos
los x?» Pregunta: «;Puedo escribir un generador de pruebas que, dado cualquier
estado instrumentado x, produzca evidencia de que la proposicion se cumple?»

La matematica operativa deja de ser una metafisica contemplativa y se convierte en
una ingenieria de la verificacion. Deja de ser una contemplacién de lo eterno y se
convierte en una practica de lo finito.

Hacia los tomos siguientes
Este capitulo cierra el primer tomo de esta obra. Hemos recorrido un camino largo:

e En el Capitulo 1, mostramos que la matematica naci6 como calculo y que el
problema de la parada revela los limites de la contemplacion omnisciente.

o En el Capitulo 2, recorrimos la genealogia constructiva: Brouwer, Curry-Howard,
Martin-L6f, Church-Turing, Gandy.

e En el Capitulo 3, enunciamos el Axioma de No-Reificacién y mostramos cémo
disuelve las paradojas clasicas.

e En el Capitulo 4, definimos el objeto matematico como estado instrumentado
(G, k,p) y enunciamos el Principio de Terminacién Ontolégica.

e En este Capitulo 5, completamos la mecanica: la igualdad como evento de
reduccion, la recursién como fisica del tiempo matematico, y la induccién como
generador de pruebas universales.

Lo que hemos construido es una ontologia completa para el dominio operativo. No es
la Unica posible. No es la que la mayoria de los matematicos usan en su practica
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cotidiana de exploraciéon abstracta. Pero es una ontologia honesta, anclada a la
realidad fisica de un universo finito, donde cada objeto es el resultado de una
operacidn que termina.

En los tomos siguientes, construiremos la matematica sobre esta ontologia:

Tomo II: Aritmética finita — los ndmeros naturales como secuencias de marcas,
las operaciones aritméticas como generadores recursivos, las fracciones como
pares ordenados.

Tomo III: Analisis computacional — los nuUmeros instrumentados y su
aritmética, la continuidad como médulo de convergencia, la integracion como
sumas finitas con cota de error.

Tomo IV: Algebra y teoria de niimeros finita — estructuras algebraicas finitas,
teoria de grafos, combinatoria sin cuantificacion infinita.

Tomo V: Fisica operacional — la funciéon de onda como generador, el colapso
como computacion con aparato finito, el espacio-tiempo discreto.

Tomo VI: Epistemologia y metarreglas — la ciencia como instituciéon de
mediciones finitas, la estadistica sin poblaciones infinitas.

La metafisica contemplativa cede su lugar, en el dominio de lo operativo, a una
disciplina que verifica en vez de suponer. El software, en ese dominio.
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Capitulo 6: Lo no computable y la jerarquia de sistemas

1. Las fronteras de lo operativo

Los capitulos anteriores han establecido una ontologia completa para la matematica
operativa: el Axioma de No-Reificaciéon (ANR), el Principio de Terminaciéon Ontoldgica
(PTO), y el estado instrumentado (G, k, p) como unidad basica del objeto matematico.
Hemos mostrado que la igualdad es un evento de reduccidén, que la recursion es la
fisica del tiempo matematico, y que la inducciéon es el mecanismo de verificacion
universal.

Pero queda una pregunta inevitable, la objecion mas frecuente que se formula contra
cualquier matematica constructiva: ;qué ocurre con aquello que no podemos
computar?

La matematica clasica, formalizada en ZFC, acepta la existencia de objetos que ningun
algoritmo puede producir. La constante de Chaitin (2, cuyos digitos son
algoritmicamente impredecibles. La funcion del castor ocupado BB(n), que crece mas
rapido que cualquier funcién computable. La funcién caracteristica del problema de la
parada. La funcién de Dirichlet, que distingue racionales de irracionales.

Estos objetos ocupan un lugar central en la teoria de la computabilidad y el analisis
clasico. Se los presenta como las «fronteras del conocimiento», como entidades que
revelan la riqueza inagotable del universo matematico.

En este capitulo examinaremos estos casos a la luz de nuestra ontologia. No para
«refutarlos» —pues en el dominio descriptivo de ZFC son perfectamente legitimos—,
sino para precisar su estatus en el dominio operativo donde la matematica debe
ejecutarse en un universo fisico con recursos finitos.

La conclusiéon serd sencilla: lo que la matematica clasica llama «objetos no
computables» son, en nuestro sistema, generadores parametrizados legitimos
(cuya extensién completada no existe), expresiones sintacticas que no denotan
generadores legitimos, o operaciones parciales con timeout explicito. No son
misterios ontologicos; son limites operativos honestamente reconocidos.

2. La constante de Chaitin: generador parametrizado, no objeto
infinito

La constante de Chaitin se define habitualmente como la probabilidad de que un
programa generado al azar se detenga al ser ejecutado por una maquina de Turing

universal prefijo-libre (es decir, una maquina donde ningin programa valido es
prefijo de otro programa valido, lo cual garantiza que la suma converge):

0= Z ald

PEH
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donde H es el conjunto de todos los programas prefijo-libres que se detienen, y |p| es
la longitud en bits del programa p.

La matematica clasica afirma que {2 es un nimero real bien definido, con infinitos
decimales algoritmicamente aleatorios: ningiin programa mas corto que n bits puede
producir los primeros n bits de (2.

La aplicacion del ANR

El Axioma de No-Reificaciéon nos obliga a preguntar: ;dénde esta 2 como totalidad
completada?

La respuesta es que {2, como numero real con todos sus infinitos digitos
simultdaneamente presentes, no esta en ninguna parte. Ningun dispositivo fisico
puede almacenar infinitos bits. Ninglin proceso fisico puede ejecutar infinitas
simulaciones de programas.

Lo que si existe, y podemos construir legitimamente, es la truncacion de (2 a n bits.
Para cualquier entero positivo n finito, podemos:

1. Enumerar todos los programas prefijo-libres de longitud hasta n.
2. Simular cada uno durante un nidmero acotado de pasos.

3. Observar cudles se detienen dentro de ese limite.

4. Calcular la suma parcial correspondiente.

El resultado es un niumero racional, una fraccién con denominador 2™. Es un estado
instrumentado legitimo:

<G!2,nr kn' pn)

donde Gy, ,, es el generador que calcula la truncacion, k,, es el esfuerzo computacional
requerido, y p,, = 27" es la precisién declarada.

Un ejemplo concreto: £2 truncado a 3 bits

Consideremos un modelo simplificado donde solo existen programas de longitud
hasta 3 bits. Los programas posibles son:

e Longitud 1: 0, 1 (2 programas)

e Longitud 2: 00, 01, 10, 11 (4 programas)

o Longitud 3: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 (8 programas)

Supongamos que, tras simular cada programa durante un ndmero suficiente de pasos,
observamos que se detienen: - De longitud 1: el programa @ (contribucién: 271 = 0.5)

- De longitud 2: los programas @0 y 11 (contribucién: 2 x 272 = 0.5) - De longitud 3: el
programa 101 (contribucién: 273 = 0.125)

La truncacién a 3 bits es: 23 = 0.5 + 0.5 + 0.125 = 1.125.
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(Nota: en un modelo real de programas prefijo-libres, la suma seria menor que 1 por
la desigualdad de Kraft; aqui simplificamos con propoésitos ilustrativos, usando
codigos de longitud fija que no son prefijo-libres.)

Este valor (23 = 1.125 es un estado instrumentado legitimo, con generador G, 3, escala
ks (el numero de pasos de simulacién), y precision p; = 273 = 0.125.

La aleatoriedad algoritmica como incompresibilidad

La matematica clasica afirma que los digitos de (2 son «algoritmicamente aleatorios».
En nuestro sistema, esta afirmaciéon se traduce con precisibn mediante la
complejidad de Kolmogorov:

La complejidad de Kolmogorov K({2[1..n]) de los primeros n bits de (2 satisface
K(2[1..n]) 2n—-0(1).

Esto significa que ningin generador puede producir los primeros n bits de {2 con una
descripcion (codigo + estado interno) significativamente mas corta que n bits. La
«aleatoriedad» no es una propiedad mistica ni una ausencia de patrén; es una
propiedad de incompresibilidad. No hay «atajo» que permita comprimir la
informacion.

Operativamente, esto se traduce asi: para computar el n-ésimo bit de (2, el generador
requiere un estado interno (memoria de trabajo) de tamafo al menos n — 0(1) bits.
Es una limitacion de recursos de compresion, no una propiedad metafisica.

El generador parametrizado uniforme

Es crucial precisar el estatus ontolégico de (2 en nuestro sistema. No decimos que {2
«no existe» en absoluto. Lo que afirmamaos es:

Existe un generador uniforme G, (un cédigo finito) que, dado un pardmetro n,
produce el estado instrumentado (G, k,, ) correspondiente a la truncacion a n
bits.

Este generador uniforme G, es un objeto legitimo en nuestro sistema: es una regla
finita, verificable, que termina para toda entrada n y produce un resultado con
precision declarada.

Lo que no existe en nuestro sistema es la extension completada: el conjunto
{{Gon kn,pn) | n € N} como objeto unico y completado. El generador existe (infinito
potencial: capacidad de producir cualquier truncacion bajo demanda); la totalidad de
todas las truncaciones simultaneamente presentes no existe (infinito actual:
prohibido por el ANR).

La «constante de Chaitin» es una abreviatura conveniente para referirse a este
generador parametrizado. Pero el generador no es un nimero real completado; es una
regla que, dado n, produce un estado finito. Tratar el generador como si fuera un
numero real completado es exactamente la reificacién que el ANR prohibe.
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3. El castor ocupado: valores finitos, no funcion infinita

La funcioén del castor ocupado, introducida por Tibor Rad6 en 1962, se define como el
maximo numero de pasos que una maquina de Turing de n estados puede dar antes de
detenerse, considerando todas las maquinas de n estados que efectivamente se
detienen.

La matematica clasica afirma que BB(n) no es computable: no existe un algoritmo
que, dado n, devuelva BB (n) para todo n.

Valores concretos conocidos

Los primeros valores de BB(n) (nimero maximo de pasos) son conocidos y son
numeros naturales especificos:

e BB(1)=1

e BB(2)=6

e BB(3)=21

e BB(4) =107

e BB(5)=47176870 (determinado en 2024 por el proyecto Busy Beaver
Challenge)

Cada uno de estos valores es un numero natural finito, y como tal, es trivialmente
computable: el algoritmo que lo produce es simplemente la constante misma. No hay
misterio ontolégico en BB(5) = 47 176 870. Es un nimero como cualquier otro.

Como se determinan estos valores: simulacion y demostracion

Es importante precisar que determinar BB(n) no es simplemente una cuestion de
«fuerza bruta» o «simulacion acotada». Para valores como BB(5), el proceso requirio
dos tipos de trabajo:

1. Simulacidon directa: Para la mayoria de las maquinas de 5 estados, se pudo
determinar si se detienen o no mediante simulacion acotada (ejecutar la maquina
durante un nimero suficientemente grande de pasos).

2. Demostraciones matematicas ad hoc: Para ciertas maquinas «rebeldes» que no
se detenian dentro de cotas razonables, fue necesario elaborar demostraciones
matematicas individuales de no-detencién, analizando invariantes inductivos
(similares a los que aparecen en la conjetura de Collatz). Estas demostraciones
son generadores especificos para cada caso.

Esto ilustra un punto crucial: no existe un generador uniforme que, dado n,
produzca BB(n) mediante un procedimiento mecanico unico. Para cada n,
determinar BB(n) puede requerir creatividad matemadtica y demostraciones
especificas para las maquinas que no se resuelven por simulacién directa.
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La distincidn crucial: generador vs. extension
Es fundamental distinguir dos afirmaciones:

1. Para cada n finito, existe un generador que, al ejecutarse hasta su escala de
terminacion, produce BB(n) con precision p = 0. Esta afirmacién es
verdadera. BB(5) puede ser determinado (y lo fue en 2024). BB(6) puede ser
determinado en principio, aunque el esfuerzo requerido pueda exceder los
recursos actualmente disponibles.

2. Existe la funcion BB como totalidad completada que mapea todos los
naturales a todos los valores simultaneamente. Esta afirmacion, en nuestro
sistema, es una reificacion. No existe un objeto que contenga «todos los valores
de BB» de una vez.

En nuestro sistema, no decimos «BB es una funcién no computable que existe pero no
podemos ejecutar». Decimos: «Para cada n finito, existe un generador (posiblemente
especifico para ese n) que produce BB(n) con precision exacta. No postulamos la
existencia de la funcién BB como objeto completado.»

Es importante ser honestos sobre el estatus ontolégico: BB(100) no «existe» como
numero determinado hasta que se ejecute el generador correspondiente y se
complete la demostracion. Lo que existe es el generador (la regla de busqueda
exhaustiva combinada con demostraciones ad hoc), no el resultado. Afirmar que
BB(100) «ya esta determinado esperando ser descubierto» es asumir un realismo
semantico ajeno al marco operativo.

é¢Por qué no es computable?

La afirmacion «BB no es computable» significa, en nuestro vocabulario: no existe un
generador uniforme Ggzz con modulo de convergencia ¢ (k) tal que, para todo n,
Ggp(n) produzca BB(n) en tiempo acotado por alguna funciéon computable de n.

Esto es un teorema sobre la inexistencia de cierto tipo de generador uniforme. No es
una afirmacién sobre la existencia de objetos platonicos inaccesibles. Es la
constatacion de que determinar BB(n) para cada n puede requerir generadores
especificos y demostraciones ad hoc, no un procedimiento mecanico unico.

4. La funcion de Dirichlet: sintaxis sin semantica operativa

La funcién de Dirichlet, introducida por Peter Gustav Lejeune Dirichlet en 1829, se
define clasicamente como:

(1 sixeQ
f(x)‘{o six ¢ Q
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Se dice que esta funcion no es computable porque no podemos decidir
algoritmicamente si un namero real arbitrario es racional o irracional.

El problema bajo el ANR

En nuestro sistema, la funcién de Dirichlet no esta bien definida como generador
legitimo.

Para evaluar f(x), necesitariamos: 1. Un nimero real x como entrada (en nuestro
sistema, un estado instrumentado (G,, k,p)). 2. Un procedimiento que decida si x es
racional o irracional.

Pero en nuestro sistema, no existen nimeros reales como objetos completados. Solo
existen estados instrumentados: aproximaciones de x hasta una precision p.

Dada una aproximacién de x con precisiéon p = 10719, ;podemos decidir si x es
racional o irracional? No. Porque:

¢ Un numero racional con periodo muy largo (por ejemplo, periodo de longitud
10299) es indistinguible de un irracional a precisién 107199,

¢ Un ndmero irracional puede parecer racional a cualquier precisién finita si sus
primeros digitos coinciden con los de un racional.

La racionalidad o irracionalidad es una propiedad que depende de la totalidad
infinita de los digitos. Con una aproximaciéon finita, no podemos decidir esta
propiedad.

Esto conecta con el Principio de Omnisciencia Limitada (LPO) que Errett Bishop
identific6 como no constructivo: la afirmacién «para todo real x, o bien x = 0 o bien
x # 0» no es admisible en andlisis constructivo, porque requeriria inspeccionar
infinitos digitos para decidir.

La funcion de Dirichlet como error de tipado estatico

En nuestro sistema, la funciéon de Dirichlet no es «una funcién no computable que
existe pero no podemos ejecutar». Es una expresion sintactica que el sistema de
tipos rechaza porque viola el Principio de Terminacién Ontolégica.

Mas precisamente: no existe un generador Gf tal que, dado un estado instrumentado

(Gy, k,p), produzca un estado instrumentado (G esyltado, X, P’) donde el resultado sea
1 si x es racional y 0 si x es irracional.

Esto no es una limitacion de nuestra tecnologia o de nuestros algoritmos actuales. Es
una imposibilidad estructural: la pregunta «;es x racional o irracional?» requiere
informacion que ningun estado instrumentado finito puede proporcionar.

En términos de nuestro sistema de tipos, la funcién de Dirichlet es c6digo que no
compila: el comprobador de tipos estatico rechaza la definicion porque intenta
construir un valor booleano a partir de un real instrumentado usando una primitiva
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esRacional que no existe en la biblioteca base (pues violaria el PTO al requerir
inspeccién infinita).

Los «monstruos del analisis»

La funcion de Dirichlet es uno de los llamados «monstruos del andlisis»: funciones
patolégicas que se usan como contraejemplos para refinar definiciones de
continuidad, integrabilidad, etc.

En la matematica clasica, estos monstruos son objetos legitimos que revelan la riqueza
del continuo. En nuestro sistema, son artefactos de la reificacion: surgen cuando
tratamos las reglas generadoras de nuUmeros reales como si fueran objetos
completados, y luego definimos operaciones que requieren acceder a la totalidad
infinita de sus digitos.

No decimos que estos objetos «no existen» en absoluto. En el dominio descriptivo de
ZFC, son perfectamente legitimos. Decimos que no son objetos operativamente
significativos: no pueden ser entradas ni salidas de generadores legitimos en nuestro
sistema. Son andlogos al «éter luminifero» o al «fluido calérico» de la fisica
decimonodnica: entidades metafisicas inventadas para llenar los vacios donde la
instrumentacion operativa encuentra un limite fisico real.

5. El problema de la parada: operaciones parciales con timeout

La funcidn caracteristica del problema de la parada, h(P, x), ocupa un lugar central en
la teoria de la computacion. Turing demostré en 1936 que no existe un algoritmo que
compute h para todo programa P y toda entrada x.

La interpretacion clasica vs. la interpretacion operativa

Interpretacion clasica: «h existe como funcién matematica, pero no es computable.
Es una verdad que trasciende la capacidad de cualquier maquina. Hay hechos sobre el
comportamiento de los programas que ningun algoritmo puede decidir.»

Interpretacion operativa: «No existe un generador G, que, para todo par (P,x),
produzca en tiempo finito un estado instrumentado que indique si P terminara
eventualmente con entrada x. La no-existencia de tal generador es un teorema sobre
los limites de la computacién, no una ventana a un mundo platénico de verdades
inaccesibles.»

Operaciones parciales con timeout explicito

En nuestro sistema, el problema de la parada se modela como una operacion parcial
con tipo de resultado explicito. Dado un programa P, una entrada x, y una escala k
(presupuesto de recursos):

1. Ejecutamos P con entrada x durante un niumero acotado de pasos k.
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2. Si P termina dentro de esos k pasos, devolvemos el estado instrumentado con
resultado Done(1,0) (termind, precisidn exacta).

3. Si P no termina dentro de esos k pasos, devolvemos el estado instrumentado con
resultado Timeout(k).

El tipo de resultado es explicitamente un tipo suma (coproducto):
ResultadoParcial(k) : = Done(v, p) | Timeout(k)

Notese que no devolvemos 0 cuando el programa no termina dentro de k pasos.
Devolvemos «timeout a escala k», que es un resultado honesto: «he invertido k
recursos en observar a P y el evento no ha producido un estado final dentro de ese
presupuesto».

El timeout no es una propiedad intrinseca del programa P; es una propiedad del
observador (el simulador) que evalda P con recursos limitados. Es la constatacion
termodindmica de un limite de observacion, no un valor matematico misterioso.

La funcién h(P,x) que devuelve 1 si P termina y O si P no termina (sin limite de
tiempo) no es un generador legitimo en nuestro sistema, porque requeriria
determinar, en tiempo finito, si un programa arbitrario terminard eventualmente. Y
eso, por el teorema de Turing, es imposible.

El teorema de Turing como limite operativo

El teorema de Turing no dice «existen verdades que ninguna maquina puede
conocer». Dice: no existe un generador uniforme que, para todo programa P y
toda entrada x, produzca en tiempo finito un estado instrumentado de tipo Done
que indique si P terminara eventualmente con entrada x.

Es un teorema sobre la inexistencia de cierto tipo de generador. No es una afirmacion
metafisica sobre los limites del conocimiento.

En nuestro sistema, el problema de la parada no es una «funcidn misteriosa que existe
pero no podemos computar». Es la constatacion honesta de que ciertas preguntas
(«;terminara este programa eventualmente?») no pueden responderse en tiempo
finito para todos los casos. Y esa limitacién se reconoce explicitamente mediante el
tipo de resultado parcial, sin proyectarla hacia un mundo de objetos fantasmales.

6. Los teoremas de incompletitud de Godel

Llegamos ahora al punto mas delicado, el argumento que mas resistencia genera y que
ha alimentado décadas de especulacidon filosofica: los teoremas de incompletitud de
Godel.

En 1931, Kurt Godel demostro dos teoremas fundamentales:
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1. Primer teorema de incompletitud: En cualquier sistema formal S que sea
recursivamente axiomatizable, consistente (en el sentido de Rosser, 1936), y
suficientemente expresivo para contener la aritmética basica, existen
proposiciones que no pueden ser demostradas ni refutadas dentro de S.

2. Segundo teorema de incompletitud: Un sistema S que satisfaga las condiciones
anteriores no puede demostrar su propia consistencia.

La interpretacion de Penrose y sus problemas

La interpretacion popularizada por Roger Penrose (en The Emperor’s New Mind, 1989)
es la siguiente:

«El teorema de Godel muestra que la mente humana puede ver verdades que ningun algoritmo puede
demostrar. Dado un sistema formal S, podemos ‘ver’ que el enunciado de Gédel Gg es verdadero, aunque S
no pueda demostrarlo. Por lo tanto, la mente humana trasciende la capacidad de cualquier maquina.»

Esta interpretacidn tiene varios problemas:

1. Asume que podemos «ver» que Gs es verdadero. Pero esto requiere asumir
que S es consistente. Si S es inconsistente, Gs podria ser falso. Y demostrar que S
es consistente requiere un sistema mas fuerte que S (por el segundo teorema de
Godel).

2. Confunde «no demostrable en S» con «no demostrable por ninguan
algoritmo». Gs no es demostrable en S, pero si es demostrable en un sistema S’
que extienda a S. La limitacidn es relativa al sistema, no absoluta.

3. Asume que la mente humana no es algoritmica. Esta es una afirmacién
filosofica, no un teorema matematico. No hay evidencia de que la cognicion
humana trascienda la computacién.

La interpretacion operativa: estratificacion de sistemas
En nuestro sistema, la interpretacién es mas modesta y mas precisa:

El enunciado de Gddel G es una proposicion que no puede demostrarse dentro
del sistema S, pero que puede demostrarse en un sistema S’ que extienda a S con
nuevos axiomas o reglas.

Esto no requiere capacidades no algoritmicas. El escalamiento de S a S’ es un
procedimiento formal: afladimos nuevos axiomas (o nuevas reglas de inferencia) y
verificamos las demostraciones en el sistema extendido usando los mismos
mecanismos algoritmicos.

Dos estratificaciones distintas

Es crucial distinguir dos fendmenos de estratificacion que a menudo se conflacen:
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Estratificacion sintactica (Russell, Tarski): Se estratifica el lenguaje en niveles para
impedir que ciertos enunciados autorreferenciales se formulen. El predicado de
verdad para férmulas del nivel n reside en el nivel n + 1, lo que bloquea la paradoja
del mentiroso. Esta estratificacién es preventiva: el sistema de tipos rechaza la
construccion antes de que pueda formularse.

Estratificacion demostrativa (Godel): Se estratifican los sistemas formales en una
jerarquia Sy, S;,S,, ... para permitir demostrar enunciados que ya estaban bien
formulados pero no se podian probar. El enunciado de Goédel Gs se formula
perfectamente dentro de S; lo que ocurre es que S no puede demostrarlo. Un sistema
S’ mas fuerte (que incluye, por ejemplo, el axioma de consistencia de S) si puede
demostrar Gg.

Son dos fendmenos con propédsitos casi opuestos: la primera estratifica para impedir
formular ciertos enunciados paradoéjicos; la segunda estratifica para permitir
demostrar enunciados que ya estaban bien formulados.

La jerarquia de sistemas como organizacion de la incompletitud

Ejemplo concreto: Supongamos que S, es la aritmética de Peano. El enunciado de
Godel Gg, afirma, en esencia: «Este enunciado no es demostrable en Sy». Si S, es

consistente, entonces Gg, es verdadero pero no demostrable en S,

Ahora definimos S; = S, + Con(S,) (es decir, S, mas el axioma que afirma la
consistencia de Sy). En S, podemos demostrar Gg, .

Pero §; tiene su propio enunciado de Godel Gs, que no es demostrable en S;.
Definimos S, = §; + Con(S;), y en S, podemos demostrar Gg, .

Y asi sucesivamente. La jerarquia es infinita y abierta: no existe un sistema supremo
que demuestre todas las verdades aritméticas.

¢Qué ganamos con la estratificacion?
La estratificacion nos permite:

1. Reconocer honestamente la incompletitud sin caer en el misticismo. No hay
verdades que «trasciendan toda capacidad algoritmica»; hay verdades que
requieren un sistema mas fuerte para ser demostradas.

2. Escalar de manera controlada. Cuando necesitamos demostrar un enunciado
que no es demostrable en nuestro sistema actual, podemos subir a un sistema
mas fuerte de manera explicita y verificable. El escalamiento es un procedimiento
formal, no un salto de fe.

3. Organizar la incompletitud estratificadamente. Cada sistema S, tiene sus
propias verdades indemostrables, que pueden demostrarse en el sistema S,,,,. La
incompletitud no se «resuelve»; se organiza en una jerarquia de sistemas cada
vez mas fuertes.
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La leccion de Godel para nuestro sistema

La leccion de Godel no es que «existen verdades inalcanzables por algoritmos». La
leccién es que todo sistema formal suficientemente expresivo tiene limites
internos, y que superar esos limites requiere extender el sistema con nuevos recursos
(axiomas, reglas).

En nuestro sistema, esto se traduce asi: todo generador legitimo opera dentro de
ciertos limites de recursos (escala k, precisiéon p). Hay preguntas que no pueden
responderse con los recursos disponibles. Responderlas requiere mas recursos
(mayor k, mayor precisiéon, o un generador diferente con mejor médulo de
convergencia).

No hay oraculo que proporcione respuestas sin costo. Hay generadores que producen
resultados con recursos finitos, y la honestidad de reconocer cuando los recursos son

insuficientes.

7. El
ontoldgica

Examinemos el patrén que subyace a todos los casos analizados:

patron comun:

de

limitacion operativa a

reificacion

Caso Limitacion operativa Reificacion clasica Lectura operativa
" . Generador uniforme
Complejidad de «{) es un numero real
Constante .. G, que, dado n,
s Kolmogorov: con digitos 7
de Chaitin s produce truncacién a
KQ[1..n]) =2n-— algoritmicamente : s
0 . n bits; la extension
0(1) aleatorios» )
completada no existe
. Para cada n, existe
Determinar BB (n) ’
. . un generador que
Castor requiere generadores | «BB esuna funcion no
iy . produce BB(n); no
ocupado especificos y computable que existe
. . postulamos la
BB(n) demostraciones ad como objeto»

hoc

funcién como
totalidad

Funci6n de

Decidir racionalidad
requiere conocer la

«Existe una funcion
patoldgica que revela la

Expresidn sintactica
que el sistema de

Dirichlet totalidad infinita de : . tipos rechaza (cédigo
s riqueza del continuo» .
digitos (LPO) que no compila)
Determinar si un «Existe una funcién no Operacion parcial
Problema o .
de I programa terminara | computable que marca | con tipo de resultado
arada eventualmente es las fronteras del Done(v,p) |
p indecidible conocimiento» Timeout(k)
Todo sistema formal | «Existen verdades que ] :
Teoremas Jerarquia de sistemas

tiene enunciados

trascienden toda
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de Godel indemostrables capacidad algoritmica» | Sy, Sy, S5, ... donde Gg,
dentro del sistema se demuestra en S,

El patrén es claro: la matematica clasica identifica una limitacion operativa (no
puedo computar esto con recursos finitos, no puedo decidir esto en tiempo finito, no
puedo demostrar esto en este sistema) y la convierte en una propiedad ontolégica
(este objeto existe en un mundo platénico, esta verdad es inaccesible a las maquinas,
este monstruo revela la riqueza del continuo).

El Axioma de No-Reificacion revierte esta conversién. La limitacion operativa se
reconoce honestamente como lo que es: una limitaciéon de recursos, de tiempo, de
expresividad del sistema. No se proyecta hacia un mundo de objetos fantasmales que
«existen pero no podemos alcanzar».

Esta es la gramatica de la reificacion: el lenguaje clasico usa sustantivos infinitos
(«la funciéon BB», «el nimero 2», «la verdad de Godel») para nombrar procesos
acotados («computa BB(n)», «trunca {2 a n bits», «<demuestra Gg, en S, ,1»). El ANR es
la regla gramatical que obliga a nominalizar el verbo: no «la funciéon BB», sino «el
generador Ggp»; no «la verdad de Godel», sino «la demostracion de Gg, en S,,,1». Esta
gramatica del hacer es la que hace la matematica ejecutable.

8. Dos dominios, dos legitimidades

Es importante reiterar un punto que hemos mantenido a lo largo de toda la obra: no
estamos «refutando» la matematica clasica.

En el dominio descriptivo de ZFC, la constante de Chaitin, la funciéon del castor
ocupado, la funcidn de Dirichlet, y los enunciados de Godel son objetos de estudio
perfectamente legitimos. Permiten demostrar teoremas profundos sobre la estructura
de la computabilidad, la légica y el analisis. Son herramientas poderosas para explorar
las fronteras de lo que puede expresarse y demostrarse en sistemas formales.

Lo que afirmamos es que estos objetos no son operativamente significativos en el
dominio donde la matemadtica debe ejecutarse en un universo fisico con recursos
finitos.

La coexistencia de dominios

La matematica clasica (ZFC) y la matematica operativa (nuestro sistema basado en
(G, k,p)) pueden coexistir sin contradiccién:

e Dominio descriptivo (ZFC): Explora estructuras abstractas, demuestra
teoremas de existencia, clasifica objetos segin sus propiedades. Acepta el infinito
actual como herramienta conceptual legitima. Es un telescopio para explorar el
cielo platénico de las formas puras.
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e Dominio operativo (nuestro sistema): Construye generadores que terminan,
produce estados instrumentados con precisién declarada, verifica resultados en
tiempo finito. Rechaza el infinito actual como objeto legitimo. Es un instrumento
de medicion para el universo fisico donde habitamos.

Son empresas distintas con propdsitos distintos. La matematica clasica sigue siendo
legitima para la exploracién abstracta; nuestra matematica operativa es legitima para
la verificacidn concreta.

La delimitacion honesta

Lo que este libro propone es una delimitacion honesta de dominios. Cuando un fisico
necesita calcular la trayectoria de un proyectil, cuando un ingeniero necesita verificar
el software de un avién, cuando un cientifico necesita analizar datos experimentales,
la matematica relevante es la operativa: la que produce resultados finitos, verificables,
con precisiéon declarada.

Invocar la constante de Chaitin o la funcion de Dirichlet en estos contextos no es util,
porque estos objetos no pueden materializarse en generadores que terminen y
produzcan estados instrumentados.

La matematica clasica puede estudiar estos objetos como abstracciones legitimas. La
matematica operativa los reconoce como limites de lo que puede ejecutarse en un
universo finito.

9. Prueba de resistencia superada

Este capitulo cierra el primer tomo de esta obra: Fundamentos ontoldgicos.

Hemos sometido nuestra ontologia a la prueba mas exigente: los objetos que la
tradicion clasica presenta como las fronteras mismas del conocimiento matematico,
los «monstruos» que supuestamente revelan la riqueza inagotable del universo
platonico.

En cada caso, lo que parecia un abismo metafisico resulté ser una limitacion de
recursos, honestamente reconocida:

o La constante de Chaitin no es un namero real misterioso con digitos aleatorios; es
un generador parametrizado cuya extensién completada no existe.

e El castor ocupado no es una funciéon que trasciende toda computacién; es una
familia de valores finitos, cada uno determinable mediante generadores
especificos.

e Lafuncidn de Dirichlet no es un monstruo que enriquece el analisis; es cddigo que
no compila porque viola el Principio de Terminacién Ontolégica.

e El problema de la parada no es una verdad inaccesible; es una operacion parcial
con timeout explicito.
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e Los teoremas de Godel no revelan verdades que trascienden toda capacidad
algoritmica; revelan que cada sistema tiene limites que pueden superarse
escalando a sistemas mas fuertes.

La ontologia del estado instrumentado (G,k,p), el Axioma de No-Reificacion y el
Principio de Terminacion Ontoldgica han resistido la prueba. No se han quebrado ante
los contraejemplos mas temibles de la matematica clasica. Al contrario, los han
disuelto, mostrando que lo que parecian misterios ontoldgicos eran, en realidad,
limites operativos honestamente reconocidos.

Hacia los tomos siguientes
En los tomos siguientes, construiremos la matematica sobre esta ontologia:

Tomo II: Aritmética finita — los nimeros naturales como secuencias finitas de
aplicaciones del sucesor, las operaciones aritméticas como generadores recursivos, las
fracciones como pares ordenados.

Tomo III: Analisis computacional — los nimeros instrumentados y su aritmética
(propagacion de error), la continuidad como mddulo de convergencia explicito, la
integracion como sumas finitas con cota de error.

Tomo IV: Algebra y teoria de niimeros finita — estructuras algebraicas finitas,
teoria de grafos, combinatoria sin cuantificacion infinita.

Tomo V: Fisica operacional — la funcién de onda como generador de distribuciones
de probabilidad, el colapso como actualizacion bayesiana con aparato finito, el
espacio-tiempo discreto.

Tomo VI: Epistemologia y metarreglas — la ciencia como institucién de mediciones
finitas, la estadistica sin poblaciones infinitas, la 16gica proposicional discreta.

La matematica operativa ha superado la prueba de resistencia. No es una matematica
empobrecida; es una matematica honesta. Una matematica que no promete mas de lo
que puede cumplir, que reconoce sus limites sin proyectarlos hacia mundos
fantasmales.

La matematica, al fin, como lo que siempre fue en su dimension operativa: cédigo que
termina, en un universo finito, con precisiéon declarada.
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ANEXO AL TOMO I: La Arqueologia de lo Operativo

Genealogia historica de la resistencia a la reificacion matematica

Nota metodoldgica preliminar

Antes de iniciar este recorrido historiografico, conviene precisar el estatus de nuestra
lectura de los autores del pasado. No afirmamos que Eudoxo, Brahmagupta, Al-
Juarismi, Stevin, Hamilton, Cauchy, Markov o Dirac utilizaran nuestra terminologia (G,
k, p), ni que anticiparan conscientemente la termodindmica de la computacién o el
Axioma de No-Reificacién tal como aqui lo formulamos. Lo que afirmamos es que, al
analizar sus practicas matematicas reales —sus reglas operativas, sus algoritmos, sus
protocolos de medicion—, dichas practicas se mapean de manera natural en nuestra
terna (G, k, p). Esta reconstrucciéon racional nos permite mostrar que la ontologia
operativa no es una invenciéon ad hoc de la era informatica, sino la formalizacién de
una practica nativa de la matematica aplicada, anterior a su sedimentacién platonista.
La historia que aqui se narra es, por tanto, una genealogia conceptual: leemos el
pasado con instrumentos del presente para hacer visible una continuidad que la
historiografia estandar, escrita desde la tradicidn reificadora, ha tendido a oscurecer.

Introduccion: La linea de fractura de veinticinco siglos

La historia de las matematicas no es, como a menudo se presenta en los manuales, una
acumulacién lineal de descubrimientos donde entidades platonicas preexistentes van
siendo reveladas progresivamente por el ingenio humano. Vista con mayor atencidn,
esta historia es un campo de disputa epistemoldgico donde se enfrentan dos
concepciones radicalmente distintas de lo que significa hacer matematicas: la
tradicion de la sustancia (que busca objetos estaticos, conjuntos completados,
entidades eternas) y la tradicion de la accion (que estudia procesos generadores,
reglas de transformacion, protocolos de medicion).

Esta obra se inscribe conscientemente en la segunda tradicién. Nuestro Axioma de No-
Reificacion (ANR), nuestro Principio de Terminacion Ontolégica (PTO) y nuestra terna
(G, k, p) no son invenciones ad hoc nacidas de las necesidades de la computacién
moderna. Son la culminacion formal de una resistencia que atraviesa toda la
historia de las matematicas, una linea subterranea de pensadores que intuyeron que
los ndmeros no son cosas que existen en un cielo platénico, sino instrumentos que
ejecutamos en un universo finito.

¢Qué entendemos por “reificacion”?

Para que el lector disponga desde el inicio de una definicién operacional precisa,
explicitamos aqui el concepto central de este anexo. Reificar es el acto de tratar un
generador (G) —una regla finita de transformacién, un algoritmo efectivo— como si
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fuera un objeto estatico completado, ignorando que toda ejecuciéon concreta de ese
generador requiere una escala finita (k) y entrega un resultado con una precision
declarada (p). En términos de nuestra terna, la reificacion consiste en sustituir el
proceso

[GKkp ]

por la entidad idealizada
[X=_{k}G(K)]

donde el limite se postula como un objeto existente en acto, independientemente de
todo recurso fisico. Esta operacion es legitima como convencién notacional en el
dominio abstracto: tratar un conjunto infinito como un objeto estatico es un recurso
lingiiistico que no pretende describir la realidad fisica. Pero se convierte en una falacia
cuando se traslada al dominio operativo, porque el agente fisico finito no puede
instanciar totalidades infinitas ni ejecutar procesos que no terminan.

Dominio abstracto y dominio operativo
Para evitar ambigiiedades, distinguimos dos dominios de validez de la matematica:

e Dominio abstracto: el de la exploracién formal de estructuras, sin restricciones
de recursos ni de implementaciéon. En este dominio, el infinito actual, las
cortaduras de Dedekind, la jerarquia acumulativa de Zermelo-Fraenkel y demas
construcciones reificadas son plenamente legitimas y fértiles. No afirmamos que
estén “equivocadas”; afirmamos que son convenciones utiles para el estudio de
estructuras formales.

e Dominio operativo: el de la matematica ejecutada por agentes fisicos finitos,
sujeta a las leyes de la termodindmica y a los limites de la computacién real. En
este dominio, toda operacion legitima debe terminar en un numero finito de
pasos, con un coste energético acotado y entregar un resultado con precision
declarada. El ANR y el PTO son los principios que gobiernan este dominio.

La legitimidad de la reificacion depende, por tanto, del uso que se haga de ella, no de la
estructura formal en si. En el dominio abstracto, tratar un proceso infinito como un
objeto es una convencion inofensiva; en el dominio operativo, esa misma convencion
induce a error, porque sugiere que el agente fisico puede acceder a totalidades que en
realidad le estan vedadas.

PTO fuerte y PTO débil

Una distincién adicional es necesaria para evitar contradicciones histéricas. Nuestro
Principio de Terminacion Ontolégica fuerte exige que todo generador legitimo
termine en un numero finito de pasos con un coste energético acotado. Esto lo
distingue del uso historico de “ficciones operatorias” (Leibniz, Cardano, Heaviside),
que eran legitimas como simbolos intermedios pero no garantizaban terminacién
algoritmica en todos los casos. Llamamos PTO débil a la exigencia mas laxa de que un

81



generador sea potencialmente convergente, sin cota constructiva de pasos. Nuestra
obra adopta el PTO fuerte; pero reconocemos que muchos precursores historicos
operaron con un PTO débil, y que sus contribuciones fueron pasos necesarios hacia la
formalizacion actual.

Potencialidad epistemologica y ontoldgica

Cuando decimos que el generador (G) “puede ejecutarse potencialmente sin limite”,
no afirmamos la existencia de un proceso infinito en acto. La “ejecucion indefinida” es
un modo de hablar sobre la ausencia de tope sintactico en la regla (G), no una
capacidad fisica real de ningun agente. Distinguimos, pues, entre potencialidad
epistemolégica (no hay cota a priori en la regla) y potencialidad ontoldgica (existe
un proceso infinito completado). EI ANR solo exige la primera. Esta distincién, que ya
Aristételes vislumbrd, es crucial para no reintroducir subrepticiamente el infinito
actual bajo la forma de una “potencialidad ilimitada” reificada.

Metalenguaje y cuantificadores

Finalmente, una advertencia sobre nuestro propio uso del lenguaje. A lo largo de este
anexo y de toda la obra empleamos cuantificadores universales (“para todo (m,n)”,
“dado cualquier (> 0)”) y expresiones que podrian sugerir la aceptacion de totalidades
actuales. Nuestro metalenguaje usa el cuantificador universal como esquema de
generacion de instancias, no como cuantificacién sobre una totalidad completada. Es
decir, “para todo (x)” significa “dado un (x) arbitrario, podemos instanciar la regla
correspondiente”, no “recorremos todos los elementos de un conjunto infinito actual”.
Esta precision nos permite hablar con rigor sin reificar las totalidades que criticamos.

Con estas herramientas conceptuales, estamos en condiciones de emprender el
recorrido histoérico.

I. La prehistoria operativa: Antes de que los numeros fueran
“cosas”

1.1. Arithmos y Megethos: La sagrada separacion griega

Para comprender la profundidad de la fractura histdrica, debemos remontarnos a los
origenes mismos del pensamiento matematico occidental. En la Grecia clasica,
particularmente en la tradiciéon pitagérica y euclidiana, existia una distincion
ontoldgica absoluta entre dos dominios que jamas debian confundirse:

e El Arithmos (&pOpog): El numero propiamente dicho, entendido
exclusivamente como “multitud de unidades indivisibles”. Los nimeros eran los
enteros positivos (1, 2, 3, ...), y servian para contar cantidades discretas. El uno,
para algunos pitagéricos, ni siquiera era un nimero sino el principio del nimero.
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e El Megethos (néy€00¢): La magnitud, entendida como lo continuo —lineas,
areas, volimenes, tiempos. Las magnitudes se median comparandolas entre si,
pero nunca se identificaban con nimeros.

Esta distincién no era un mero capricho terminolédgico; reflejaba una intuicién
profunda sobre la naturaleza de la medicidn fisica. Un instrumento real de medicion
(una regla, una balanza, un reloj de agua) jamas entrega una infinitud de digitos;
entrega una comparacion finita de razones. Cuando los griegos decian que la
diagonal de un cuadrado era “inconmensurable” (alogon, “inexpresable”) con su lado,
no estaban descubriendo un “ndmero irracional” en el sentido moderno. Estaban
constatando que no existe una unidad comun que permita expresar ambas
magnitudes como multiplos enteros de ella.

Aristételes, en su Fisica (Libro III, capitulos 4-8), formulé la distincién que seria el
germen filoséfico de nuestro ANR: la diferencia entre el infinito en acto (una
totalidad completada, que Aristdteles rechazaba como imposible) y el infinito en
potencia (la posibilidad siempre abierta de anadir un paso mas, de dividir una vez
mas, de extender una linea un poco mas). Para Aristételes, el infinito potencial era
legitimo; el infinito actual, una contradicciéon. Nuestra obra recupera esta intuiciéon
aristotélica y la formaliza: el generador (G) puede ejecutarse potencialmente sin
limite, pero cada ejecucidn concreta requiere una escala finita (k) y entrega un estado
con precision declarada (p).

1.2. Eudoxo de Cnido: El primer matematico operativo

La crisis de los inconmensurables —el “trauma” que segun la tradicién sacudi6 al
pitagorismo— encontré su solucién mas elegante y operativa en Eudoxo de Cnido (c.
408-c. 355 a.C.), cuya teoria de proporciones fue preservada en el Libro V de los
Elementos de Euclides.

La Definicién 5 del Libro V es, leida con ojos modernos, un protocolo de decision
algoritmico que no requiere postular la existencia de ningin “ntimero irracional”
como objeto:

“Se dice que cuatro magnitudes estdn en la misma razén, la primera con la segunda y la tercera con la
cuarta, cuando, tomando cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera, y cualesquiera equimultiplos
de la segunda y la cuarta, los primeros exceden, igualan o son menores que los segundos, respectivamente,
tomados en el orden correspondiente.”

En notaciéon moderna: (A:B = C:D) si y solo si, para todo par de enteros positivos (m,
n): - (mA >nB mC >nD) - (mA =nB mC =nD) - (mA <nB mC <nD)

Obsérvese la brillantez operativa de esta definiciéon: no dice qué es una razén, no
postula la existencia de un objeto () que “habita” en algin lugar. Lo que hace es
proporcionar un generador de comparaciones (G): un procedimiento que, dados
dos pares de magnitudes, permite decidir si estan en la misma razén mediante un
numero finito de multiplicaciones y comparaciones de enteros.
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Eudoxo evité por completo la reificacién. No necesité “crear” nimeros irracionales
para llenar los “huecos” entre los racionales. Simplemente definié un criterio
operativo que permite trabajar con razones inconmensurables sin tratarlas como
objetos. Es, en esencia, el primer antecedente documentado del Axioma de No-
Reificacion: la operacion (el procedimiento de comparaciéon) reemplaza al objeto (el
numero irracional como entidad estatica).

Sin embargo, para ser rigurosos con nuestra propia lectura, debemos sefialar un matiz
importante. La definicién eudoxiana usa cuantificacion universal sobre todos los
enteros positivos ((m,n)), y en una lectura operativa estricta (al estilo de Markov o
Bishop) esto constituye un cuantificador no acotado: para decidir la igualdad de
razones habria que verificar, en principio, una infinidad de casos. Eudoxo no dispuso
de un modulo de convergencia explicito que acotara el nimero de comprobaciones
necesarias. Su criterio era légico, no computacional en sentido moderno. Leido con
ojos contemporaneos, puede interpretarse como un protocolo de comparacién; en su
contexto original, era un criterio l6gico para igualdad de razones, no un algoritmo que
un agente finito pudiera ejecutar completamente. Nuestro marco afiade precisamente
lo que Eudoxo no podia formalizar: la precision declarada (p) y la escala finita (k)
que convierten el criterio l6gico en un procedimiento efectivo.

Cuadro de concepto: Eudoxo frente a Dedekind

Para visualizar la diferencia entre la actitud operativa y la reificadora, consideremos el
caso paradigmatico de (). En el protocolo eudoxiano, () no es un objeto: es una
abreviatura para el conjunto de comparaciones que permiten decidir, dada cualquier
razon racional (a/b), si (a/b <) o (a/b > ). Nunca se construye el “conjunto de todos
los racionales menores que ()” como una totalidad completada. En cambio, la
cortadura de Dedekind define () como el par de conjuntos

[ ={r r*2<2}, {r r*2>2})]

donde ambos conjuntos son infinitos actuales. La diferencia no es de notacion, sino de
ontologia: Eudoxo mantiene el proceso de comparacion; Dedekind postula el conjunto
completado. Nuestro ANR prohibe precisamente ese paso: de (m,n) (proceso
potencial) a ({r r*2 < 2}) (objeto completado).

Richard Dedekind, veintitrés siglos después, reconoceria explicitamente que su teoria
de cortaduras (1872) se inspiraba en Eudoxo. Pero la diferencia es abismal: donde
Eudoxo formul6é un criterio operativo de comparaciéon (un generador (G) que
termina en pasos finitos), Dedekind reifico la cortadura completa —el conjunto
infinito de todos los racionales menores que ()— como un nuevo objeto estatico.

1.3. Brahmagupta y la invencion operativa del cero

Mientras la tradicion griega mantenia su rigurosa separacidon entre arithmos y
megethos, en la India del siglo VII se producia una de las revoluciones operativas mas
profundas de la historia: la formalizacion del cero y los nimeros negativos como
reglas de transicion, no como entidades ontoldgicas.
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Brahmagupta (598-c. 668), en su Brahmasphutasiddhanta (Capitulo 18, versos 30-
33), define el cero (Stnya, “vacio”) y los negativos (rna, “deuda”) puramente por sus
reglas operatorias:

“La suma de cero y un negativo es negativo,; la suma de cero y un positivo es positivo; la suma de cero y cero
es cero.”

“Un positivo dividido por un positivo, o un negativo dividido por un negativo, es un positivo. Cero dividido por
cero es cero [sic]. Un positivo dividido por un negativo es un negativo.”

Notese que Brahmagupta no se pregunta “qué es el cero” en sentido ontoldégico. No
postula la existencia de una “entidad vacia” que habita en algiin reino platénico. Lo
que hace es definir el cero como un operador de vaciado en el abaco, un estado
instrumentado que marca la ausencia de cantidad en una posicién decimal. El cero es,
en nuestra terminologia, un estado con generador trivial (G(x) = 0), escala (k=0), y
precision (p=0).

Sobre la regla “cero dividido por cero es cero”, conviene una aclaracion. Se trata de un
error matematico desde el punto de vista del dlgebra moderna, y asi lo marcamos con
“[sic]”. Pero no la citamos para ridiculizar a Brahmagupta, sino para mostrar el
caracter operativo de su definicién: su algebra no era un sistema abstracto cerrado,
sino un célculo posicional para astronomia. La regla (0/0 = 0) funcionaba como una
convencion de truncamiento que permitia detener el algoritmo sin entrar en
contradicciones fatales para sus propoésitos practicos. Brahmagupta no estaba
haciendo teoria de anillos; estaba definiendo reglas de manipulacién de simbolos en
un contexto computacional concreto. Siglos después, Bhaskara II (siglo XII) corregiria
la regla hablando de “cantidad infinita” para (n/0), mostrando la evolucion de la
intuicion operativa hacia una mayor precision.

Simultaneamente, en China, el Jiuzhang Suanshu (Los nueve capitulos del arte
matemadtico, compilado hacia el siglo I a.C.) y su comentarista Liu Hui (siglo III d.C.)
utilizaban varillas de conteo (chousuan) rojas para cantidades positivas y negras
para cantidades negativas. La regla de signos no era una propiedad abstracta de
“numeros negativos”; era una regla de manipulacion fisica de varillas: la
aniquilacidon de una pareja rojo-negra es la resta, y el hueco resultante en el tablero es
el cero.

Esta es evidencia arqueolégica directa de que la terna (G, k, p) precede histéricamente
a la ontologia de conjuntos: el “cero” es un espacio vacio en el tablero (estado), no un
numero en el sentido platénico.

1.4. Al-Juarismi y el dlgebra como catalogo de operaciones

En el siglo IX, Muhammad ibn Musa al-Juarismi escribi6 la obra que daria nombre a
toda una disciplina: Al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wal-muqabala (Compendio
de cdlculo por completado y balanceo, c. 820 d.C.).

Lo crucial para nuestra tesis es que al-jabr y al-muqabala no son “objetos
matematicos” sino operaciones:
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e Aljabr (“restauracion”, “completado”): La operaciéon de mover un término
negativo de un lado de la ecuacion al otro, transformandolo en positivo.

» «

e  Al-muqabala (“balanceo”, “compensacion”): La operacion de restar cantidades
iguales de ambos lados de la ecuacion.

Durante siglos, el algebra fue ars magna —el gran arte de manipular simbolos segiin
reglas— sin que nadie se preguntara “qué es” una raiz negativa o un nimero
imaginario en sentido ontolégico. Los matematicos arabes y medievales operaban con
generadores (G) (reglas de transformacidn) sin necesidad de reificar sus resultados
como objetos estaticos.

Al-Samaw’al (c. 1130-1180), en su Al-Bahir, desarrollé reglas para operar con
cantidades negativas y cero sin ontologia alguna: “Si restas un nimero mayor de uno
menor, tomas la diferencia y la marcas como deuda”. Esta es la visidn operativa pura:
el negativo no es un “nimero” sino una etiqueta de estado en un proceso de calculo.

La reificacién de los negativos como “puntos a la izquierda del cero en una recta
numérica” (una interpretacion geométrica que hoy damos por sentada) llegd
ochocientos afos después de su uso operativo rutinario, con John Wallis (1685) y
posteriormente con la formalizacién conjuntista del siglo XIX.

1.5. Arquimedes y Liu Hui: Los pioneros de la precision declarada (p)

El tercer componente de nuestra terna, la precision declarada (p), tampoco es una
invencién moderna. Dos figuras de la antigiiedad la utilizaron con rigor explicito:

Arquimedes de Siracusa (c. 287-c. 212 a.C.), en su tratado Medicién del circulo
(Proposicidn 3), no “calcula ()” en el sentido moderno (obtener una expansion decimal
infinita). Lo que hace es ejecutar un generador geométrico (G) (duplicacién iterativa
de poligonos inscritos y circunscritos) durante un ntimero finito de iteraciones ((k=4),
llegando a poligonos de 96 lados) y declarar explicitamente la cota de error:

[3<<3]

El resultado no es un “ndmero infinito”; es un intervalo garantizado con precision (p
< ). Arquimedes eligio detenerse en (k=4) por razones de coste/beneficio practico, no
porque el proceso no pudiera continuar.

Siglos después, Liu Hui (c. 225-295 d.C.), en su comentario al Jiuzhang Suanshu (263
d.C.), describe el mismo generador recursivo para el area del circulo y escribe una
frase que anticipa asombrosamente nuestra ontologia:

“Cuanto mds fino se corta, menos se pierde... si se corta hasta que no quede nada que cortar, se fusiona con
el circulo y no hay pérdida.”

Liu Hui entiende que el limite no es un objeto alcanzado sino un horizonte de
precision (p) que el agente elige no cruzar por coste ((k)). El “método de exhaustion”
griego y el “método de corte” (geyuan) chino son algoritmos @G, k, p@ puros:
ejecutan un generador durante un nimero finito de pasos y entregan un estado con
precision declarada.
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Il. El trauma de los irracionales: De Hipaso a Stevin

2.1. La leyenda de Hipaso y el horror ontoldégico

La tradicién neoplatdénica, registrada por Jamblico (c. 245-c. 325 d.C.) en su De vita
Pythagorica (§246-247), cinco siglos después de los hechos, cuenta que Hipaso de
Metaponto (siglo V a.C.) fue castigado por los dioses —o por sus propios compafieros
pitagéricos— con la muerte por naufragio, por haber revelado el secreto de la
inconmensurabilidad.

Independientemente de su veracidad histérica (la leyenda es tardia y probablemente
apocrifa), este relato ilustra el horror ontoldégico que la inconmensurabilidad
producia en la cosmovision pitagérica. Si “todo es nimero” (entero), y resulta que la
diagonal de un cuadrado no puede expresarse como razon de enteros, entonces la
realidad misma parece tener “huecos” inaceptables. La soluciéon de Eudoxo (seccién
1.2) fue la respuesta operativa: no negar el problema, sino reformularlo como
protocolo de comparacion.

2.2. Omar Khayyam y el rechazo a las raices como entes

En el siglo XI, el matematico y poeta persa Omar Khayyam (1048-1131), al trabajar
con ecuaciones algebraicas que arrojaban raices irracionales, fue enfatico en su
rechazo a la reificacién. En su Risala fi'l-barahin ‘ala masa’il al-jabr wa’l-muqabala
(Tratado sobre la demostracion de problemas de dlgebra y balanceo), escribid:

“Es imposible que estas razones [irracionales] sean numeros. [...] Solo por accidente y de manera metafdrica
se les llama numeros. En realidad, son magnitudes.”

Khayyam entendidé perfectamente nuestra tesis: el irracional es una regla operativa
(un generador) para manipular magnitudes geométricas, no una entidad estatica que
pueda meterse en un saco junto con el nimero 3. Para Khayyam, () no es un numero;
es una instruccién para construir una magnitud geométrica.

2.3. Michael Stifel y el misticismo del “no-numero”

En el siglo XV], justo antes de la unificacién decimal de Stevin, el monje y matematico
aleman Michael Stifel (1487-1567) escribid en su Arithmetica integra (1544) que los
irracionales son “nimeros absurdos” que se esconden en una “nube de infinitud”.

Stifel no podia aceptar que un namero “verdadero” tuviera infinitos decimales. Para él,
un nimero genuino debia ser exacto y finito. Tuvo que admitir que los irracionales
eran utiles para la geometria, pero insisti6 en que, ontolégicamente, no eran
numeros. Stifel intuy6, cuatro siglos antes que nosotros, que una expansion decimal
infinita no es un objeto completado sino un proceso inagotable.
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2.4. Simon Stevin: ¢Villano o pionero de la precision declarada?

La historiografia tradicional presenta a menudo a Simon Stevin (1548-1620) como el
“villano” que forzo la unificacién ontolégica de todos los numeros. En su obra De
Thiende (El décimo, 1585) y L’Arithmétique (1585), Stevin decreté:

“Que el cero es un numero. Que el uno es un numero. Que los numeros irracionales son numeros.”

Pero esta lectura es anacrénica y simplifica injustamente su contribuciéon. Conviene
matizarla distinguiendo dos facetas de su obra. En De Thiende, Stevin era un
ingeniero y agrimensor que necesitaba resolver problemas practicos de
contabilidad, navegacion y fortificacion. Lo que Stevin invent6 alli no fue la reificacion
del “decimal infinito completado”, sino las fracciones decimales de precision finita:
un sistema de notacién que permitia truncar cualquier magnitud a un nimero finito
de posiciones decimales, con una precision declarada (p). Stevin operaba, en esencia,
con nuestra terna (G, k, p): un generador (el algoritmo de divisién decimal), una escala
(el namero de posiciones decimales elegidas), y una precisién (el error maximo de
truncamiento).

Sin embargo, en L’Arithmétique, Stevin comienza a difuminar la linea al legitimar los
“nimeros que no terminan” (getallen die niet ophouden) y tratarlos como entidades
por derecho propio. No llega a la reificacion plena del siglo XIX, pero siembra la
semilla de la idea de que una expansién decimal infinita puede considerarse un
numero. El verdadero acto de reificacion —convertir la expansiéon decimal finita en
una “expansion decimal infinita completada” como objeto estatico— fue obra de
matematicos posteriores (Wallis, Euler, Cauchy temprano) y culminé con Dedekind y
Cantor en el siglo XIX.

Stevin es, correctamente leido en De Thiende, un héroe operativo: invent6 el
truncamiento a precision finita para la ingenieria. La reificacion posterior fue una
interpretacion que traicionaba su espiritu pragmatico, aunque él mismo, en
L’Arithmétique, contribuy6 a prepararla.

lll. Los imaginarios: De las “ficciones bien fundadas” a los
operadores de rotacion

3.1. Cardano y las quantitates sophisticae

Gerolamo Cardano (1501-1576), en su Ars Magna (1545), se topd con raices
cuadradas de numeros negativos al resolver ecuaciones cubicas. Su reaccién no fue
“iHe descubierto una nueva dimensiéon de numeros!”, sino un profundo rechazo

” «

ontoldgico. Las llam6 quantitates sophisticae (“cantidades sofisticas”, “engafiosas”).

Cardano noté algo crucial: si uno fingia que esos objetos imposibles existian, los
usaba operativamente en los pasos intermedios del calculo, y luego los cancelaba al
final, obtenia la respuesta real correcta. Pero se negd a otorgarles existencia
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ontoldgica. Eran, en nuestra terminologia, generadores intermedios legitimos bajo
el PTO siempre que el protocolo global terminara y entregara un estado observable en
() o (). La condicién de legitimidad es la terminacion global: el generador intermedio
puede ser formalmente no interpretable, pero su uso esta justificado si el protocolo
completo que lo emplea termina y entrega un resultado medible con precision
declarada.

3.2. Leibniz y las “ficciones bien fundadas”

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) llevo esta intuicion al calculo infinitesimal.
Leibniz no crefia que los infinitesimales ((dx)) fueran “entidades reales”. En su
Mathesis universalis (c. 1679) y en cartas a Bartholomew Des Bosses (1706), emple0 la
expresion fictiones bene fundatae (“ficciones bien fundadas”) para referirse a tales
entidades auxiliares. Es importante corregir una atribucién frecuente: la frase no
aparece en la carta a John Wallis de 1699, donde Leibniz habla mas bien de “entidades
ideales”, sino en los textos mencionados.

Para Leibniz, (dx) no era un objeto, sino un atajo operatorio: un generador
intermedio que, si se seguia la regla algoritmica y se cancelaban los (dx) al final,
producia resultados geométricamente correctos. La “buena fundacién” de la ficcion
consiste en que el protocolo global que la usa termina y produce un resultado correcto
en el dominio geométrico. Leibniz fue el primer matematico en separar explicitamente
la validez operativa de la existencia ontoldgica.

La tragedia histérica fue que Weierstrass, Dedekind y Cantor tomaron la “ficcién
operatoria” de Leibniz y la reificaron en el “continuo de puntos estaticos”, perdiendo
la intuicién operativa original.

Leibniz describi6é los nimeros imaginarios con una frase que resuena con nuestra
vision:

“El numero imaginario es un recurso sutil y maravilloso del espiritu divino, casi un anfibio entre el ser y el no-

”

ser.

Leibniz intuia que (i) no era un “objeto” sino un operador, una regla de
transformacion que permitia navegar por el algebra sin chocar contra las paredes de
los nimeros reales.

3.3. Descartes y el término peyorativo

René Descartes (1596-1650) acuii6 el término “imaginarios” en su Géométrie (1637),
y no lo hizo como un cumplido, sino como un insulto epistémico:

“Ni las raices verdaderas [positivas] ni las falsas [negativas] son siempre reales; a veces son meramente
imaginarias; es decir, que no siempre podemos imaginar ninguna cantidad tal como la que corresponde a
estas raices.”

Para Descartes, un nimero debia representar una magnitud geométrica extensa.
Como () no podia dibujarse como una linea fisica, Descartes decreté que era una
ficcion mental, un error del algebra sin anclaje en la realidad. Descartes aplico, sin
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saberlo, nuestro Axioma de No-Reificacién: si no puedes construirlo geométricamente,
no reifiques su existencia.

3.4. Wallis y el primer intento de interpretacion operativa

John Wallis (1616-1703), en su Treatise of Algebra (1685), intenté dar un significado
geométrico a los imaginarios interpretandolos como desplazamientos laterales
sobre una linea. Para Wallis, () no era un punto en un plano bidimensional, sino la
operacion de moverse perpendicularmente a una direcciéon dada.

Aunque su interpretacion no prevalecié (la comunidad matematica prefiri6 la
reificacion espacial del plano de Argand-Gauss), es una prueba temprana de que la
intuicion operativa (nimero como accién) era la alternativa natural a la reificacion.

3.5. Caspar Wessel: El topografo que casi anticipa a Hamilton

En 1799, el agrimensor noruego-danés Caspar Wessel (1745-1818) present6 el
primer tratamiento geométrico completo de los complejos en su ensayo Om
directionens analytiske betegning (Sobre la representacion analitica de la direccidn).
Pero lo hizo desde una perspectiva puramente operativa: para Wessel, los complejos
eran operadores de rotacion y escalado para resolver problemas de topografia.

Wessel no dijo “existe un plano complejo”; dijo “podemos usar estas operaciones para
calcular direcciones y distancias”. Su trabajo fue ignorado durante casi un siglo, pero
es una pieza de oro para nuestra tesis: el origen del plano complejo no fue metafisico,
fue una herramienta de un agrimensor (un agente fisico midiendo el mundo).

3.6. Hamilton (1837): El algebra como ciencia del tiempo puro

Conviene respetar aqui la cronologia real. Antes de la deconstruccion algebraica de
Cauchy en 1847, William Rowan Hamilton (1805-1865) habia llevado Ia
deconstruccién operativa al maximo en su tratado fundamental de 1837: “Theory of
Conjugate Functions, or Algebraic Couples; with a Preliminary and Elementary
Essay on Algebra as the Science of Pure Time” (Transactions of the Royal Irish
Academy, Vol. 17, pp. 293-422).

Hamilton argument6é que el algebra no es la ciencia del espacio (como sugeria la
geometria), sino la ciencia del tiempo —Ia sucesion discreta de pasos operativos.
Propuso que un “nimero complejo” (a + bi) no es un punto en un plano, sino un par
ordenado de operaciones ((a, b)) sobre la recta real, con la regla de multiplicacién:

[ (a,b) (c,d) =(ac-bd, ad + bc) ]

Bajo esta definicidn, el “imaginario puro” (i) es simplemente el par ((0, 1)), y su
cuadrado es:

[(0,1)(0,1)=(00-11,01+10)=(-1,0)]

Que es exactamente (-1). Hamilton demostré que (i) no es una “cantidad imaginaria”
sino la instruccion operacional de rotar 90 grados. Multiplicar por (i) es aplicar dos
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veces una rotacion de 90°, lo que resulta en una rotacién de 180° (es decir, multiplicar
por (-1)).

Nota historiografica importante: Aunque los historiadores han vinculado la postura
de Hamilton con la distincidn kantiana entre espacio y tiempo como intuiciones puras
a priori, el propio Hamilton no menciona a Kant explicitamente en su ensayo de
1837. La conexién es una inferencia razonable sobre el espiritu de la idea, no una
dependencia textual directa.

Hamilton rescaté a los complejos del cielo platénico de Argand y los devolvié a la
tierra de la fisica operativa: los complejos no son lugares, son acciones. Cuando un
ingeniero eléctrico usa (j) (el imaginario) para calcular circuitos de corriente alterna,
no esta “creyendo” en una dimension imaginaria; esta usando (j) como un operador
de desfase temporal (una rotacién en el tiempo).

3.7. Cauchy (1847): La deconstruccion algebraica de ()

Diez afios después del trabajo de Hamilton, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
publicé en 1847 en los Comptes Rendus de I'Académie des Sciences (Tomo XXIV,
pp- 1120-1130) una memoria revolucionaria: “Mémoire sur une nouvelle théorie des
imaginaires, et sur les racines symboliques des équations et des équivalences”.

Cauchy propuso eliminar por completo el simbolo () como entidad primitiva,
argumentando que inducia a errores metafisicos. Demostré que un nimero complejo
no requiere postular ningun objeto nuevo fuera del algebra elemental: basta con
tomar los polinomios con coeficientes reales y fijar la regla de reescritura que
identifica el binomio (x*2 + 1) con el cero:

[ [x]/x"2+1]

El nimero complejo de Cauchy no es un punto en el éter platénico; es un generador
polinémico sujeto a una congruencia algebraica finita. Esta es la deconstruccién mas
temprana y rigurosa de los complejos como regla de reescritura ((G)), no como puntos
en un plano. Cabe precisar que Cauchy no prohibié la notaciéon (a+ib); la mantuvo
como abreviatura comoda. Lo que mostré es que el simbolo () es prescindible
ontoldgicamente, no que deba desterrarse notacionalmente. Su eliminaciéon del
imaginario como entidad primitiva refuerza nuestra tesis: el complejo es una regla de
reescritura, no un habitante de un plano metafisico.

IV. El gran desvio reificador: El siglo XIX y la creacidon del continuo

4.1. Dirichlet (1837) y la muerte de la funcion como proceso

Hasta 1837, con Euler y los Bernoulli, una funcién era una expressio analytica: un
algoritmo generador de calculo ((G)), una formula explicita que permitia computar
el valor de la funcién para cualquier entrada.
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Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), en su trabajo sobre series de Fourier,
redefinié la funcién de forma puramente extensional. Es importante precisar la
atribucion: Dirichlet hablé de “una correspondencia arbitraria entre dos conjuntos
numéricos”; la glosa “sin importar si existe una ley o férmula que la gobierne”
proviene de la formalizacidn posterior de Dedekind (1887), no del texto de Dirichlet
de 1837. Sea como fuere, la direccion del cambio fue la que aqui sefialamos:

Dirichlet (y sus continuadores) es responsable de haber transformado la funcién
matematica de un generador dinamico (una regla de calculo) a una tabla inerte de
pares ordenados (un conjunto de puntos). Este fue el primer paso hacia la
deshumanizacién computacional de la teoria de conjuntos: la funcién dejé de ser algo
que se hace para convertirse en algo que es.

Debemos insistir en una distincibn importante: estas construcciones son
matematicamente consistentes y fértiles en su dominio. El “desvio” no es un error
légico, sino una elecciéon ontologica que resulta inadecuada cuando se aplica al
dominio fisico.

4.2. Dedekind (1872): La confesidn explicita de la reificacion

En su obra Stetigkeit und irrationale Zahlen (Continuidad y numeros irracionales,
1872), Richard Dedekind (1831-1916) escribié el momento exacto en que comete el
acto de reificaciéon. En el §4, ante una cortadura ((A_1, A_2)) que no es producida por
ningln nimero racional, declara:

“Siempre que nos encontremos ante una cortadura ((A_1, A_2)) que no es producida por ningun numero
racional, creamos [erschaffen] un nuevo nimero, un nimero irracional (), que consideramos completamente
definido por esta cortadura.”

Y en el §3 habla explicitamente de la Schépfung der irrationalen Zahlen (“creacién
de los numeros irracionales”).

Dedekind utiliza deliberadamente el verbo erschaffen (crear, en el sentido de
creacion divina o artistica). No descubre la existencia fisica o constructiva del
irracional; lo postula como un acto de creacion mental para “llenar los huecos” de
la recta racional. Conviene precisar la ubicacidn exacta: la frase “ein in unserem Geiste
erschaffenes Zahlen-Reich” (“un reino de numeros creado en nuestro espiritu”)
aparece en el Prefacio/Introduccion de la obra, no en el §3 como a veces se cita. En
el mismo texto, Dedekind es consciente y explicito sobre el estatus de construccion
mental de su continuo: habla de que el espacio real “no necesita ser continuo”. Esto
fortalece nuestro argumento: Dedekind no escondia que su continuo era una
invencidén axiomatica, no un descubrimiento empirico. Usa erschaffen en sentido
konstitutiv (constitutivo), no ex nihilo teoldgico; nuestro punto es que la constitucion
es extensional-estdtica, no operacional-dindmica.

La matematica clasica acept6 esta creacién demiurgica y la bautizé como el “continuo
real”. Pero desde la perspectiva de nuestra ontologia, la cortadura de Dedekind es una
confusion de niveles l6gicos: toma un proceso inagotable de aproximacion racional
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(un generador (G) con escala (k) y precision (p)) y lo hipostasia como si fuera un
punto fisico terminado sobre la recta.

4.3. Cantor y el infinito actual completado

Georg Cantor (1845-1918) llevd la reificacion al extremo con su teoria de conjuntos
transfinitos. Conviene precisar la cronologia de sus demostraciones de no
numerabilidad: en 1874, Cantor publicé en el Journal de Crelle su primera
demostracion de la no numerabilidad del continuo real mediante sucesiones de
intervalos encajados (una propiedad topoldgica); el célebre argumento diagonal
abstracto fue publicado posteriormente, en 1891 (Uber eine elementare Frage der
Mannigfaltigkeitslehre).

Pero lo crucial para nuestra tesis no es la validez combinatoria del método diagonal
dentro del sistema formal (que es matematicamente correcto en el marco de ZFC),
sino la interpretacion ontoldgica que Cantor le dio: el continuo real existe como una
totalidad completada, un infinito actual (( = 2*{_0})) que puede ser tratado como un
objeto matematico legitimo.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), décadas antes, habia protestado explicitamente
contra esta concepcién. En una carta a Heinrich Schumacher (1831), escribi6:

“Protesto contra el uso de una magnitud infinita como algo completado; el infinito es solo una facon de
parler [una forma de hablar].”

Gauss intuia que el infinito actual era una ficcion lingiiistica, no una realidad
matematica. Nuestra obra formaliza esta intuicion: el infinito es potencial (el
generador (G) puede ejecutarse indefinidamente), pero cada ejecucidn concreta es
finita (escala (k), precision (p)).

Para completar el panorama de posturas alternativas a la reificaciéon conjuntista,
conviene mencionar brevemente dos figuras que, desde frentes distintos, resistieron
la identificaciéon de la matematica con la teoria de conjuntos. Gottlob Frege (1848-
1925), aunque logicista, no reducia la aritmética a conjuntos extensionales; su
proyecto de fundamentar la aritmética en la l6gica pura choc6 con las paradojas y fue
finalmente absorbido por la tradicién conjuntista. David Hilbert (1862-1943), por su
parte, defendié un formalismo segun el cual los objetos matematicos son simbolos
manipulables segln reglas finitas; su programa de demostrar la consistencia de la
matematica clasica por medios finitistas fracasd en su forma original (teoremas de
Godel, 1931), pero su intuiciéon de que lo esencial son las reglas de manipulacién, no
los objetos, estda muy cerca de nuestra postura operativa.

4.4. Weierstrass y el rigor estatico

Karl Weierstrass (1815-1897) merece una nota de matiz. Su motivacioén original al
formalizar el calculo con la definicion ()-() de limite tenia, irébnicamente, un espiritu
de honestidad operativa parcialmente afin al nuestro: queria eliminar las
apelaciones intuitivas a infinitesimales “misteriosos” que no estaban bien definidos.
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Pero Weierstrass resolvié el problema con cuantificadores légicos estaticos ((> 0, >
0)) en lugar de generadores computables. Su rigor es ldgico, no operativo: garantiza la
existencia abstracta del () correcto, pero no proporciona un algoritmo para calcularlo.
No afirmamos que su rigor sea defectuoso; fue un avance genuino frente a los
infinitesimales acriticos. Nuestro marco no lo sustituye, sino que lo completa:
exigimos que el () sea computable (un médulo de continuidad (_f) que el agente
pueda ejecutar). En la practica, para funciones especificas, a menudo se puede calcular
un () explicito; la definicion general de Weierstrass simplemente no lo requiere.

V. La resistencia operativa moderna: De Kronecker a Landauer

5.1. Kronecker y el finitismo radical

Leopold Kronecker (1823-1891), uno de los algebraistas mas grandes del siglo XIX,
odiaba la reificaciéon de Cantor y Dedekind. Su famosa frase es el lema no oficial de
nuestra obra:

“Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.”
(“Dios hizo los numeros enteros; todo lo demas es obra del hombre.”)

Kronecker argumentaba que los irracionales y los continuos eran construcciones
algoritmicas humanas, no entidades preexistentes. Intenté fundar las matematicas
enteramente sobre polinomios y aritmética finita, negdndose a aceptar el “infinito
actual” de la recta real. Kronecker fue el primer gran defensor moderno de lo que hoy
llamamos Principio de Terminacion Ontologica.

Su batalla con Cantor fue institucional y feroz: Kronecker intenté bloquear la
publicacion de trabajos de Cantor y defendi6 que solo los enteros y los polinomios
sobre ellos tienen legitimidad ontoldgica.

5.2. Poincaré y el continuo como creacion mental

Henri Poincaré (1854-1912), en su obra La valeur de la science (El valor de la
ciencia, 1905), ofreci6 una de las criticas mas afiladas al continuo de Cantor y
Dedekind desde la epistemologia de la fisica. Debemos advertir que la frase que aqui
citamos es una parafrasis de su posicion, no una cita textual literal; el lector
interesado puede consultar la edicién original para el contexto exacto:

“El continuo matemdtico no existe en la naturaleza; es una creacion de la mente humana para resolver la
contradiccion de nuestros sentidos.”

Poincaré observo que la experiencia fisica es discreta a escala sensorial: si estimulas
la piel con dos alfileres muy juntos, el sistema nervioso siente un solo punto. El
continuo fisico es una “interpolaciéon” que nuestro cerebro hace para llenar los huecos.
Para Poincaré, la recta real de Dedekind no es un descubrimiento del cosmos, sino un
“molde” que el cerebro impone sobre la materia.
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En La science et I'hypothese (La ciencia y la hipétesis, 1902), Poincaré argumenté que
los axiomas geométricos son convenciones, no verdades a priori ni hechos empiricos.
Esta postura convencionalista refuerza nuestra tesis: el continuo es una eleccion
conveniente, no una necesidad ontolégica.

5.3. Weyl y el “continuo del devenir”

Hermann Weyl (1885-1955), en su obra filoséfica Das Kontinuum (El continuo,
1918), rechazé el continuo “ya hecho” (actual) de Cantor y propuso un “continuo
fluido” o “continuo del devenir”.

Para Wey], influido por Husserl y Brouwer, un punto en la recta no es una entidad
estatica, sino un “centro de generacion”: un punto que “se vuelve” mediante una
sucesion de aproximaciones abiertas. Weyl intenté fundar el andlisis no en conjuntos
de puntos, sino en la intuicién del tiempo puro: la secuencia de operaciones de
medicion.

Aqui debemos introducir un matiz importante. Aunque Weyl compartia con Brouwer
el rechazo al continuo actual, su énfasis en el “devenir” como secuencia de
operaciones de medicién es lo que rescatamos. Nuestra terna (G, k, p) depura la
intuicién de Weyl, eliminando el psicologismo de las “sucesiones libres” de Brouwer y
exigiendo la determinacién algoritmica de la escuela de Markov. Donde Weyl hablaba
de “devenir” (filosofia fenomenolégica), nosotros hablamos de “escala (k) y precisién
(p)” (ingenieria y fisica termodindmica). El “centro de generaciéon” de Weyl debe
entenderse, en nuestra lectura, como una metafora fenomenoldgica que nuestra terna
traduce a términos operativos precisos.

5.4. Brouwer vs. Markov: Una distincion ontoldgica crucial

Aqui debemos hacer una distincion fina que la historiografia estdndar a menudo
confunde:

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), padre del intuicionismo, concibié el
numero real como una “sucesion de eleccion” (choice sequence, keuze-rij): una
generacion paso a paso donde los digitos futuros pueden depender de la libre
voluntad del sujeto matematico creador. Para Brouwer, la ley de formacién no
necesita ser un algoritmo fijo; basta que el sujeto pueda elegir el siguiente digito en el
tiempo. Esto preserva el “devenir” pero rompe el Principio de Terminacion
Ontoldgica fuerte: una sucesiéon de eleccion libre no garantiza terminaciéon
algoritmica ni coste energético acotado. Debemos precisar que Brouwer si exigia que
los ndmeros reales candnicos estuvieran dados por una ley; pero admitia sucesiones
de eleccion libre para otros objetos (por ejemplo, en relacion con el “sujeto creador”).
La Escuela Rusa y Bishop rechazan esas sucesiones libres por no ser algoritmos.

La Escuela Constructiva Rusa, liderada por Andrey Andreyevich Markov (1903-
1979) y Nikolai Aleksandrovich Shanin (1918-2005) en los afios 1950, corrigié
esto. En su Teoriya algorifmov (Teoria de algoritmos, 1954), Markov exigi6é que todo
objeto matematico sea un algoritmo efectivo (calculable por maquina de Turing).
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Para Markov, “existe (x) tal que (P(x))” significa: tenemos un método (G) que
termina en (k) pasos y entrega un (x) tal que (P(x)) se verifica. Esto estd
directamente alineado con nuestro PTO (preferimos esta expresion a “isomorfo”,
que podria sugerir una identidad formal demasiado fuerte).

Errett Bishop (1928-1983), en su obra maestra Foundations of Constructive
Analysis (1967), tradujo a Markov al lenguaje del analisis estandar:

“Un namero real es una sucesion regular de racionales ((x_n)) tal que ([x_m - x_n| mA{-1} + nA{-1}).”

Aqui el médulo de convergencia ((m”{-1} + n*{-1})) es la precision declarada (p)
hecha matematica. En términos precisos, (p) es una funciéon computable (p: ”+) tal
que (|x_m - x_n| < p(m,n)), y el nimero real es un generador que, para cada precision
requerida (), produce un indice (N) a partir del cual todos los términos se mantienen
dentro de (). La igualdad entre nimeros reales no es una igualdad absoluta; es una
igualdad operacional: (x _p y) si (|x - y| < p) para la precisién (p) acordada.

Nuestra terna (G, k, p) es la heredera directa de Markov y Bishop, no de Brouwer.
Anadimos lo que la teoria de la computacién y la termodindmica del siglo XX exigen:
(K) no es solo “niimero de pasos logicos”, es presupuesto energético y tiempo
fisico (Landauer, Bennett). Debemos aqui separar cuidadosamente tres magnitudes
que a menudo se confunden:

¢ (k_{logico}): nimero de pasos de computo (iteraciones, transiciones).
¢ (k_{mem}): cantidad de memoria o cinta utilizada (espacio).

e (E_{term}): energia termodinamica disipada, que solo es estrictamente necesaria
cuando hay borrado de informacién (Landauer).

Nuestra terna simplificada (G, k, p) agrupa los recursos bajo (k), pero en el analisis
fino de la termodinamica de la computacién distinguimos estos tres niveles. El ANR no
es solo una prohibicién filoséfica; es una ley de conservacion de la informacion
fisica: reificar un proceso infinito en un token finito sin pérdida de informacion
violaria el principio de Landauer o requeriria memoria infinita.

5.5. Turing y la maquina como definicion de computabilidad

Alan Mathison Turing (1912-1954), en su articulo seminal “On Computable
Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem” (1936, Proceedings of
the London Mathematical Society, Vol. 42, pp.230-265), no solo defini6 la
computabilidad, sino que eliminé la necesidad de reificar el infinito.

Debemos ser precisos aqui: la maquina de Turing estandar definida por Turing
tiene una cinta potencialmente ilimitada en ambos sentidos. Nuestra lectura
operativa, que la interpreta como una cinta finita en uso (potencialmente extensible,
pero nunca actualmente infinita), es una interpretacion fisica debida a Wang y
Gandy, no la definicion formal original de 1936. Dicho esto, la correspondencia con
nuestra terna es estructural:

¢ (G): Latabla de instrucciones (regla de transiciéon de estados).
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¢ (K): Lacinta finita en uso (en la interpretacion fisica).
e (p): El estado final (el resultado de la computacion).

Conviene matizar que en la terna, (p) es la precisién declarada del resultado, no el
estado final en si. La maquina de Turing produce un resultado exacto (si termina), no
un resultado con precision (p). Nuestra terna afiade la precision declarada (p) para el
caso de magnitudes aproximadas, donde el resultado no es exacto sino acotado por un
margen de error. La identificaciéon de Turing con la terna debe mantenerse, por tanto,
como analogia estructural, no como identidad formal.

Turing demostrd que todas las operaciones matematicas efectivas pueden reducirse a
este tipo de generador finito. Nuestra terna es una version enriquecida de la maquina
de Turing con precision declarada explicita y coste termodinamico acotado.

5.6. Landauer, Bennett y la termodinamica de la computacion

La validacion fisica definitiva del PTO lleg6 en el siglo XX con la termodinamica de la
informacion:

Leo Szilard (1929, Zeitschrift fiir Physik 53, pp. 840-856): Primera conexion explicita
entre medida — informacion — entropia. El “demonio de Maxwell” necesita
memoria ((k_{mem})) y borrado, que disipa energia. Szilard mostr6 que la
informaciéon adquirida por el demonio no es gratuita: la medida disminuye la entropia
del gas, pero aumenta la del entorno. La conexién entre informacion y fisica quedé
establecida.

Rolf Landauer (1961, IBM Journal of Research and Development 5, pp.183-191):
“Irreversibility and Heat Generation in the Computing Process”. El Principio de
Landauer establece que borrar 1 bit de informacién disipa como minimo (E k_B T 2)
de energia. Es importante separar el descubrimiento de Szilard (la informacién como
magnitud fisica) del principio de Landauer (el coste especifico del borrado). Landauer
refiné a Szilard: no es la medida, sino el borrado (operacion légicamente irreversible)
lo que impone el costo termodindmico minimo. Este es el fundamento fisico del
coste de (K): cada paso computacional que implica borrado tiene un precio
termodinamico ineludible.

Charles H. Bennett (1982, International Journal of Theoretical Physics 21, pp. 905-
940): “The Thermodynamics of Computation — A Review”. Bennett demostr6 que la
computacion reversible (sin borrado de informacién) puede ser energéticamente
gratuita en principio. Esto conecta directamente con nuestro Capitulo 15: la
exponenciacion modular es reversible (unitaria en el espacio de estados), mientras
que el logaritmo discreto requiere borrado/medida = coste Landauer. Distinguimos
asi entre el coste logico de pasos ((k)) y el coste termodinamico de
irreversibilidad: (k) mide complejidad temporal/espacial; Landauer mide disipacion
por borrado. No son lo mismo, y el texto debe evitar fusionarlos.
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Nuestra terna @G, Kk, p@ es la formalizacion termodinamica de lo que Eudoxo, Al-
Juarismi, Stevin, Hamilton, Cauchy, Markov y Bishop intentaron decirnos: que la
matematica significativa es la que se ejecuta, no la que se contempla.

VI. La validacion fisica: Heaviside, Dirac y la no-reificacion del
formalismo

6.1. Heaviside y el triunfo empirico de la operatividad

Oliver Heaviside (1850-1925), ingeniero autodidacta, inventé el Calculo
Operacional a finales del siglo XIX para resolver ecuaciones diferenciales en circuitos
eléctricos y lineas de transmision. Trataba al operador diferencial ((D = d/dt)) como si
fuera un numero algebraico mds, manipulandolo sin rigor demostrativo segin los
estandares de Cambridge.

Los matematicos puros (como T.J. Bromwich) lo atacaron brutalmente, tachando su
calculo de “falta de rigor” y “ficciéon carente de fundamento ontolégico”.

La respuesta de Heaviside, registrada en el prefacio de su Electromagnetic Theory
(Vol. 1, 1893), se ha convertido en legendaria (con variantes menores de redaccion
segun la fuente):

“Las autoridades que han clamado contra los métodos ‘poco rigurosos’ [...] me recuerdan al hombre que se
nego a comer su cena hasta que entendiera el proceso de digestion.”

Décadas después, se demostré que el calculo de Heaviside era matematicamente
equivalente a la transformada de Laplace, desarrollada con todo rigor. Heaviside
demostré empiricamente que la fisica operativa necesita generadores ((G)) que
entreguen resultados ((p)), aunque la matematica reificadora clasica atin no hubiera
“aprobado” su ontologia. Su uso de operadores diferenciales como generadores
intermedios es un ejemplo paradigmatico de la condiciéon de terminacion global: el
operador (D) no tiene referente estatico directo, pero el protocolo completo que lo
emplea termina y entrega la solucion fisica correcta.

6.2. Dirac, los espinores y la no-reificacion del formalismo

La confirmacién definitiva de que la fisica fundamental opera bajo el ANR lleg6 con
Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) en 1928.

Al buscar la “raiz cuadrada” del operador de onda relativista (()), Dirac no encontré
un nuevo “nimero” sino matrices complejas (4 4) ((")) que satisfacen el algebra de
Clifford:

[{" "} =+=2g"{}1]

Los componentes del espinor de Dirac () (4 ndmeros complejos) no son
observables. No hay “medidor de espinor” en el laboratorio. Los cuatro componentes
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no constituyen un campo fisico directamente medible; no existe ninglin “espindmetro”
experimental. Lo que los detectores registran son los bilineales covariantes (({}),
({}"), {3*{})) —densidad de carga, corriente, momento angular— que colapsan la
estructura de Clifford en densidades de probabilidad, cargas y corrientes efectivas. El
espinor es el generador intermedio ((G)); el observable macroscépico es el estado
instrumentado ((p)).

En nuestra terminologia: la mecanica cuantica relativista usa generadores ((G) =
Algebra de Clifford / Grupo Spin) que no tienen contrapartida en el espacio-
tiempo clasico para producir predicciones ((p)) que si la tienen. Aqui, la escala (k)
representa el horizonte de evoluciéon temporal o el presupuesto de estados
intermedios requeridos para que la simetria genere una seccién eficaz medible (p).
Reificar el espinor como un “campo en el espacio” conduce a las paradojas de la
localizacion y el “mar de Dirac”.

La Fisica Cuantica de Particulas es matematica operativa: (G) (simetrias/gauge) ()
(p) (secciones eficaces/desintegraciones). El “tejido de la realidad” no son campos de
numeros complejos; son redes de generadores de transicion.

Sobre la correspondencia entre Heisenberg y Dirac, debemos marcar el estatus de la
fuente. La afirmaciéon de que Werner Heisenberg escribié a Dirac (c. 1929) “Sus ()-
matrices son solo formalismo, no tienen realidad fisica” es una parafrasis
historiografica de la posicion de Heisenberg segtin la obra de Helge Kragh (Dirac: A
Scientific Biography, 1990), no una cita textual verificada de una carta concreta. La
respuesta de Dirac (1930, Proceedings of the Royal Society) en el sentido de que los
componentes del espinor no son observables pero las predicciones que generan si lo
son, es consistente con su postura general. Independientemente del detalle filoldgico,
esta es la validacion fisica suprema del ANR: la naturaleza usa generadores no
observables para producir estados instrumentados observables. La
generalizacion “la naturaleza usa generadores no observables” debe presentarse como
una tesis filosoéfica de esta obra, no como una conclusiéon empirica demostrada.

VII. Tabla sintesis: La linea de fractura historica

Interpretacion . . : o
. . - Interpretacion Operativa | Testigos Historicos
Dominio Relflcadzai:g;laswa / (G, k, p) (Esta Obra) de la Resistencia
Naturales Conjunto infinito Marcadores de conteo Aristételes (Fisica
0) actual (), ordinal de discreto y pasos de [1I), Kronecker
von Neumann ejecucion ((k)) (1886)
Cero / Puntos simétricos Operadores: Brahmagupta (628),
Negativos en una recta Vacio/placeholder ((0)), | Liu Hui (varillas),
(0) espacializada Inversion/deuda ((-)) | Al-Juarismi (al-jabr)
Racionales | Puntos densosenel | Protocolos exactos de Eudoxo (Def. 5,
(0)) continuo estatico particion finita ((a/b)) Libro V), Euclides,
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Al-Samaw’al
Cortaduras Generadores Khayyam (1070),
Irracionales completadas computables de Stifel (1544),
(@) (Dedekind) / Clases | aproximacion con cota Markov (1954),
de Cauchy de error Bishop (1967)
. Puntos geométricos | Operadores algebraicos Card_ano (1545),
Complejos s Hamilton (1837),
en el Plano de de rotacidn, desfase y
(0) Argand-Gauss escala Cauchy (1847),
& Wessel (1799)
Conjuntos de pares
Funciones ordenados Generadores (G): Reglas Euler (1748),
((:XY)) (Dirichlet, de calculo efectivas Turing (1936)
Bourbaki)
Conjunto Especie de generadores Weyl (1918),
Continuo (()) completado convergentes con Brouwer (1918),
((27{_0})) modulo de convergencia Bishop (1967)
Infinito Actual Infinito Potencial / Aristételes, Gauss
Infinito (Cantor: (0, )) Horizonte (k) (Recursos (1831), Poincaré
B finitos) (1905)

Nota aclaratoria de la tabla: Los simbolos (,,,, ) que aparecen en la columna de la
izquierda son abreviaturas de estructuras operativas, no entidades platénicas. Cuando
en esta obra escribimos “()” nos referimos a la familia de generadores convergentes
con modulo de convergencia, no al conjunto completado de Dedekind-Cantor. La tabla
contrapone dos interpretaciones de las mismas notaciones; no sugiere que existan dos
reinos ontoldgicos paralelos.

Conclusion: La matematica como instrumento, no como idolo

La genealogia que hemos trazado en este anexo demuestra que nuestra ontologia
operativa no es una invenciéon contemporanea nacida de las necesidades de la
computacion. Es la culminacién consciente de una tradicion de veinticinco siglos que
siempre intuyé que los numeros no son cosas sino instrumentos, que las funciones no
son conjuntos sino reglas, y que el infinito no es una totalidad sino una potencialidad.

Eudoxo lo supo cuando definié las proporciones como protocolos de comparacidn.
Brahmagupta lo supo cuando definio el cero como regla de transicion. Al-Juarismi lo
supo cuando concibié el dlgebra como catdlogo de operaciones. Arquimedes y Liu Hui
lo supieron cuando declararon cotas de error en lugar de “valores exactos infinitos”.
Cardano y Leibniz lo supieron cuando usaron “ficciones bien fundadas” sin reificarlas.
Hamilton y Cauchy lo supieron cuando deconstruyeron los complejos como
operadores de rotacidn y reescritura. Kronecker, Poincaré y Weyl lo supieron cuando
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resistieron al infinito actual cantoriano. Markov, Bishop y Turing lo supieron cuando
exigieron algoritmos efectivos en lugar de existencias abstractas.

La corriente dominante —de Stevin mal interpretado, pasando por Dirichlet,
Dedekind, Cantor y Bourbaki— eligi6 la reificacion porque compraba poder
unificador a cambio de honestidad ontolégica. Permitia tratar (), (-1), (i), () bajo una
sola algebra ((), ()), facilitando el Calculo Infinitesimal y el Anadlisis Funcional.
Insistimos una vez mas: estas construcciones son matematicamente consistentes y
fértiles en su dominio. El “desvio” no fue un error légico, sino una elecciéon ontolégica
que resulta inadecuada cuando se aplica al dominio fisico.

Nuestra obra propone devolver la honestidad sin perder el poder. La terna (G, k,
p) permite hacer analisis, algebra, geometria y fisica con el mismo rigor que la
matematica clasica, pero anclada a la realidad termodindmica de agentes finitos
operando en un universo finito. No afirmamos que esta propuesta esté ya plenamente
demostrada en todos los frentes; es un programa de investigacion que debe probar su
fecundidad en los tomos siguientes. Lo que este anexo ha mostrado es que ese
programa no nace de la nada, sino de una tradiciéon venerable que lo precede y lo
legitima.

La matematica puede dejar de ser un cielo platénico de entidades eternas. Puede
convertirse, al fin, en lo que siempre debi6é ser para los agentes finitos que la
practican: la ingenieria de la precision finita, el arte de acotar la distancia entre
nuestros instrumentos y el mundo.

Glosario operacional minimo

Para facilitar la lectura de este anexo y del resto de la obra, ofrecemos las siguientes
definiciones operativas de los conceptos centrales:

Generador ((G)): Un algoritmo efectivo en el sentido de Church-Turing-Markov: una
lista finita de instrucciones deterministicas que un agente finito puede ejecutar paso a
paso sin oraculo. En el contexto historico, usamos el término en sentido amplio:
cualquier regla finita que produce un resultado o una decision.

Escala ((k)): Los recursos que un agente asigna a la ejecucion de un generador.
Incluye el nimero de pasos logicos ((k_{légico})), la memoria utilizada ((k_{mem})) y,
en contextos termodinamicos, la energia disipada ((E_{term})). En la terna
simplificada (G, k, p), (k) agrupa estos recursos.

Precision ((p)): La cota de error explicita asociada a un resultado. En el caso de
magnitudes aproximadas, (p) es una funcién computable que acota la diferencia entre
el valor entregado y el valor ideal. La igualdad operacional (x _p y) se define como (|x -

yl < p).

Reificacion: El acto de tratar un generador (G) (una regla de transformacion finita)
como si fuera un objeto estatico completado, ignorando que toda ejecucién concreta

101



requiere una escala finita (k) y entrega un resultado con precisién declarada (p).
Formalmente, la sustitucién del proceso (G, k, p ) por el limite idealizado (X = _{k }

G(k)).

Dominio abstracto: El ambito de la exploracién formal de estructuras, sin
restricciones de recursos ni de implementacion. En este dominio, la reificaciéon es una
convencion legitima.

Dominio operativo: El &mbito de la matematica ejecutada por agentes fisicos finitos,
sujeta a las leyes de la termodinamica. En este dominio, rigen el ANR y el PTO fuerte.

Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO): Todo generador legitimo en el
dominio operativo debe terminar en un numero finito de pasos y entregar un
resultado con precision declarada. El PTO fuerte exige ademas un coste energético
acotado; el PTO débil solo exige convergencia potencial sin cota constructiva de pasos.

Axioma de No-Reificacion (ANR): La prohibicidn de sustituir un proceso generador
por un objeto estatico completado en el dominio operativo. Es una ley de conservacion
de la informacidn fisica: reificar un proceso infinito en un token finito sin pérdida
violaria el principio de Landauer o requeriria memoria infinita.

Ficcion bien fundada: Un generador intermedio cuyo uso esta justificado solo si el
protocolo completo que lo emplea termina y entrega un estado medible con precisién
declarada. Leibniz lo formul6 para los infinitesimales; Cardano para las cantidades
sofisticas; Heaviside para los operadores diferenciales.

Estado instrumentado: Una tupla de valores numéricos (v_1 _1, ..., v_n _n ) obtenida
tras ejecutar (G) a escala (k), con incertidumbre (p) trazable a estandares fisicos.

Igualdad operacional: (x _p y) si y solo si (|x - y| < p). No existe igualdad absoluta
entre magnitudes aproximadas; toda igualdad es relativa a una precision declarada.
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CONTINUACION DEL ANEXO AL TOMO |

VIIl. Cosmologia, Mente y Ciencia: El trasfondo filosofico de la
reificacion
Introduccion: Por qué la ontologia matematica no es neutral

Hasta ahora hemos trazado la genealogia histdrica de la resistencia a la reificacion
matematica, mostrando que nuestra ontologia operativa (G, k, p) no es una invencion
ad hoc de la era informatica, sino la culminacion de una tradicién de veinticinco siglos.
Pero esta genealogia plantea una pregunta mas profunda: ;Por qué ciertos
pensadores en ciertas épocas resistieron la reificacion, mientras que otros la
abrazaron?

La respuesta no es puramente matematica. La actitud hacia la reificacion matematica
estd inextricablemente ligada a tres dimensiones filoséficas fundamentales:

1. La cosmologia y cosmogonia: ;COmo concebian el universo? ;Era finito o
infinito? ;Discreto o continuo? ;Creado o eterno?

2. Lafilosofia de la mente: ;Cémo concebian el sujeto cognoscente? ;Era la mente
un espejo pasivo de la realidad, un constructor activo, o un procesador de
informacion con limites fisicos?

3. La filosofia de la ciencia: ;Cual era el estatus epistemoldgico de las teorias
cientificas? ;Eran descripciones literales de la realidad (realismo), instrumentos
predictivos (instrumentalismo), o construcciones sociales (constructivismo)?

En esta seccion mostraremos que la tradicién operativa que hemos recuperado —de
Eudoxo a Markov, de Brahmagupta a Dirac— no es solo una alternativa matematica,
sino una cosmovision filosofica coherente que articula una ontologia, una
epistemologia y una filosofia de la mente consistentes entre si. Y mostraremos que la
tradicion reificadora —de Platén a Cantor, de Dedekind a Bourbaki— es igualmente
coherente, pero descansa sobre supuestos cosmologicos, epistemoldgicos y
psicolégicos que nuestra ontologia operativa rechaza.

Glosario operativo minimo

Antes de avanzar, y para que esta secciéon sea auténoma, recapitulamos brevemente
los conceptos centrales que ya fueron definidos en el anexo anterior, pero que
conviene tener presentes:

e Reificacion: Tratar un proceso generador finito (G a escala k) como una
totalidad completada infinita (X = lim,_.G(k)) dotada de existencia ontolégica
independiente.

e Infinito actual: Una totalidad completada que contiene infinitos elementos
simultdneamente, como el conjunto N o el continuo R entendidos como objetos
terminados.
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e Infinito potencial: Un proceso que siempre puede continuar pero nunca se
completa, como contar nimeros uno a uno.

e Terna (G, k,p): G es el generador (regla algoritmica, ley fisica, procedimiento); k
es la escala (recursos finitos de tiempo, espacio, energia, memoria, horizonte
causal); p es la precision (criterio de suficiencia, margen de error,
indistinguibilidad).

e Axioma de No-Reificacion (ANR): Prohibiciéon de tratar el limite ideal X =
limy ., G (k) como un objeto ontolégico completado.

e Principio de Terminaciéon Ontoldgica (PTO): Todo proceso legitimo debe
terminar en tiempo finito con recursos finitos entregando un resultado con
precision p declarada.

Con estas definiciones en mano, pasamos a examinar como la cosmologia, la filosofia
de la mente y la filosofia de la ciencia han moldeado —favorecido, no determinado
mecanicamente— las actitudes hacia la reificacion a lo largo de la historia.

8.1. Cosmologia y Cosmogonia: El universo como limite de lo
pensable

8.1.1. Los griegos: El cosmos finito y el horror al infinito actual

Para comprender la resistencia griega a la reificacion del infinito, debemos situarnos
en su cosmologia. Para Pitagoras y sus seguidores, el cosmos (koouog, “orden”,
“armonia”) era una esfera finita, eterna, perfecta, donde los cuerpos celestes se
movian en circulos concéntricos segin proporciones numéricas armonicas. El nimero
no era solo una herramienta de descripcidn; era la esencia misma de la realidad.

Pero este cosmos numérico era finito. El uno no era un nimero sino el principio
generador; los numeros eran multitudes finitas de unidades. El infinito (&metpov, “sin
limites”) era para los pitagoricos algo informe, caético, imperfecto — lo opuesto al
cosmos ordenado. Aristoteles recogeria esta intuicion en su Fisica, donde formula una
definicion canodnica del infinito que conviene citar con precision. En Fisica 111.6
(206b33-207a), Aristoteles escribe:

4

“Infinito no es aquello fuera de lo cual no hay nada, sino aquello fuera de lo cual siempre hay algo”
(@v ydp undév ééw, tot’ eati tédetov kal dAov).

Esta definicion topoldgica —el infinito como aquello que nunca esta clausurado, que
siempre tiene un afuera— es profundamente operativa: subraya que el infinito no es
una totalidad completada, sino una apertura permanente. En el mismo tratado,
Aristételes distingue entre:

e Infinito en acto (amepov evepyeia): Una totalidad completada, un objeto que
contiene infinitas partes simultaneamente. Aristoteles lo rechazaba como
imposible en el mundo fisico.
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e Infinito en potencia (dmepov Suvauer): Un proceso que siempre puede
continuar, pero nunca se completa. Aristételes lo aceptaba como legitimo.

Esta distinciéon no era un tecnicismo matematico; era una consecuencia directa de
su cosmologia. Si el universo es una esfera finita, entonces no puede contener
infinitos actuales. Pero puedes siempre dividir una linea mds, contar un nimero mas,
extender un proceso un paso mas — eso es infinito potencial.

Eudoxo de Cnido, con su teoria de proporciones, operaba dentro de este marco
cosmolégico. Su definicion de igualdad de razones (Definicion 5 del Libro V de
Euclides) es un protocolo de decision algoritmico que nunca requiere contemplar
una totalidad infinita. Dadas dos razones A:B y C: D, puedes verificar si son iguales
tomando multiplos mA, nB, mC, nD y comparandolos. El proceso puede continuar
indefinidamente (infinito potencial), pero cada verificacién concreta es finita (no
requiere infinito actual). En la astronomia griega, los calculos se hacian con cuerdas y
tablas de cuerdas, nunca con series infinitas; el modelo de esferas homocéntricas de
Eudoxo usaba un numero finito de esferas. La finitud cosmolégica se reflejaba
directamente en la finitud de las operaciones matematicas permitidas.

La crisis de los inconmensurables —el descubrimiento de que la diagonal del
cuadrado no es conmensurable con el lado— fue un escandalo no solo matematico,
sino cosmolodgico y teoldgico. Si el cosmos es racional (Adyog), si todo puede
expresarse como razéon de numeros enteros, ;como puede haber magnitudes que
escapen a la razén? La leyenda de Hipaso de Metaponto, supuestamente ahogado por
revelar el secreto de los inconmensurables, refleja este horror: Ila
inconmensurabilidad amenazaba la inteligibilidad misma del cosmos.

La solucién de Eudoxo fue genial precisamente porque preservaba la finitud del
cosmos y la potencialidad del proceso. No necesitaba postular “ntimeros
irracionales” como objetos completados; solo necesitaba un criterio operativo para
comparar razones. La inconmensurabilidad dejaba de ser un escandalo ontolégico y se
convertia en una propiedad de ciertos procesos de medicion.

8.1.2. La cosmologia medieval: Dios, el infinito y la creacion

Con el advenimiento del cristianismo, la cosmologia cambié radicalmente. El universo
ya no era eterno y autosuficiente; era creado (ktioig) por un Dios trascendente. Y este
Dios era, segun la teologia cristiana, infinito — no en el sentido griego de “informe”,
sino en el sentido de ilimitado en perfeccion, poder y conocimiento.

Tomas de Aquino (1225-1274) articul6 cuidadosamente la relacion entre el infinito
divino y el infinito matematico. Dios, siendo pura actualidad sin potencialidad, conoce
todas las cosas — pasadas, presentes, futuras, posibles — en un acto dnico e
intuitivo. Dios conoce el infinito actual porque su conocimiento no es discursivo (no
procede paso a paso), sino intuitivo (contempla la totalidad simultdaneamente).

Los seres humanos, en cambio, conocen de manera discursiva: procedemos de
premisas a conclusiones, de partes a totalidades, de efectos a causas. Nuestra mente es
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finita y no puede abarcar una totalidad infinita en un solo acto. Por lo tanto, el infinito
actual es incognoscible para la mente humana, aunque exista en la mente divina.

Esta distincion teolédgica tenia consecuencias matematicas directas. Nicolas de Cusa
(1401-1464), en su De docta ignorantia, argument6 que entre lo finito y lo infinito no
hay proporcion posible (finiti et infiniti nulla est proportio). La mente humana no se
aproxima asintoticamente a la verdad infinita de Dios como una curva a su asintota —
esa imagen es anacronica, proyecta el calculo del siglo XVIII sobre el siglo XV—; mas
bien alcanza la docta ignorantia: la conciencia ldcida de la desproporcién radical
entre el conocimiento humano finito y la infinitud divina, mediante la coincidentia
oppositorum. La matematica, con sus procesos infinitos (divisiones indefinidas, series
infinitas), era un simbolo de esta tension: el infinito potencial permitia avanzar
indefinidamente sin alcanzar jamas la totalidad. Reificar estos procesos como objetos
completados seria confundir la mente humana con la mente divina — un acto de
hybris teolégica.

En la India medieval, Brahmagupta (598-668) operaba dentro de una cosmologia
diferente. El universo hindu era ciclico, con kalpas (eones) de duracién inimaginable
pero finita. El cero (Sunya, “vacio”) no era una “nada ontolégica” sino un operador de
vaciado en el abaco, un estado de parada en un proceso de calculo. Brahmagupta
definia el cero por sus reglas operatorias, no por su esencia metafisica. Es importante
sefalar que la conexion entre esta cosmologia ciclica y la concepcién operativa del
cero es una hipdtesis interpretativa plausible, no un hecho histéricamente
documentado de manera directa: no hay evidencia textual que demuestre que
Brahmagupta derivara su definicion del cero de su cosmologia. Sin embargo, la actitud
operativa de Brahmagupta era ciertamente coherente con una cosmologia donde
incluso los ciclos cosmicos eran procesos finitos, no totalidades completadas.

8.1.3. La revolucion cientifica: El universo infinito de Newton y la resistencia
leibniziana

La revolucién cientifica del siglo XVII trajo consigo una revolucién cosmologica.
Isaac Newton (1642-1727) postuld un espacio y un tiempo absolutos, infinitos y
homogéneos. En el Escolio a las Definiciones de los Principia, Newton escribi6:

“El espacio absoluto, en su propia naturaleza, sin relacion a nada externo, permanece siempre similar e
inmovil.”

Este espacio infinito no era una abstraccién matematica; era el sensorium de Dios —
el medio por el cual Dios percibia y gobernaba el universo. El tiempo absoluto fluia
uniformemente, independiente de cualquier proceso fisico.

Esta cosmologia infinita tenia consecuencias matematicas profundas. Si el espacio y el
tiempo son infinitos actuales, entonces el infinito actual es real. El calculo
infinitesimal, desarrollado independientemente por Newton y Leibniz, era la
herramienta matematica natural para describir este universo infinito y continuo.
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Pero Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) resistio esta reificacion newtoniana.
Para Leibniz, el espacio no era una sustancia absoluta sino el orden de las
coexistencias; el tiempo, el orden de las sucesiones. El universo era una coleccion
de monadas — sustancias simples, indivisibles, cada una reflejando el universo
entero desde su propia perspectiva. El infinito actual era una propiedad de la mente
divina, no del mundo creado.

Leibniz introdujo el concepto de “ficciones  bien fundadas”
(fictiones bene fundatae) para manejar los infinitesimales en el calculo. Es
importante precisar las fuentes: esta expresion aparece en su Mathesis universalis y en
la correspondencia con Des Bosses (1704-1706), no en la carta a Wallis de 1699 como
a veces se ha repetido. Los infinitesimales (dx, dy) no eran cantidades reales sino
artificios algoritmicos que permitian calcular razones de cambio. Eran “bien
fundados” porque, aunque no existian como objetos, los procedimientos que los
usaban producian resultados correctos. En el lenguaje de nuestra ontologia operativa:
las ficciones estan bien fundadas porque el procedimiento global termina (cumple el
PTO) y entrega un resultado correcto (p finito o cero). Las ficciones de Cardano (los
imaginarios) y de Leibniz (los infinitesimales) son legitimas solo si son canceladas y
absorbidas antes de que el evento computacional termine. Si se reifican y se
mantienen en el resultado final, violan el ANR.

Esta actitud era coherente con su cosmologia monadolégica. Cada moénada era un
centro de percepcion finito; ninguna ménada (excepto Dios) podia abarcar el universo
entero en un solo acto. Los infinitesimales eran herramientas de una mente finita que
operaba en un universo que era infinito en potencia pero siempre finito en cada
observacion concreta.

Immanuel Kant (1724-1804) radicaliz6 esta postura en su Critica de la Razén Pura
(1781). El espacio y el tiempo no eran sustancias absolutas (Newton) ni relaciones
entre cosas (Leibniz), sino formas puras de la intuicion sensible. La mente humana
estructura toda experiencia segiin estas formas. Pero la mente no puede intuir una
totalidad infinita; solo puede intuir objetos finitos en el espacio y el tiempo.

Kant distinguid entre:

e Intuicidon: Conocimiento directo de objetos singulares, siempre finito.
e Concepto: Representacion general que puede aplicarse a infinitos casos, pero
nunca los abarca simultaneamente.

o Idea: Concepto de una totalidad incondicionada (el alma, el mundo, Dios) que la
razon busca pero nunca puede intuir.

El infinito era para Kant una idea regulativa: la mente tiende hacia la totalidad
completada, pero nunca la alcanza en la experiencia. Reificar el infinito como objeto
seria caer en una ilusidon trascendental — confundir una idea regulativa con un
objeto de experiencia.

Debemos sefalar aqui una friccién importante que el texto anterior no abordaba: Kant
sostiene que las matematicas son juicios sintéticos a priori — proposiciones
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necesarias y universales. Nuestra ontologia operativa, al hacer depender todo de
procesos finitos contingentes, relativiza en cierto modo esa necesidad universal. Kant
no es un aliado sin matices: su filosofia de la geometria como ciencia del espacio
euclidiano fue refutada por el descubrimiento de las geometrias no euclidianas
(Gauss, Lobachevsky, Bolyai) y su aplicacion en la Relatividad General. Esta caida de la
geometria sintética kantiana fortalece paradojicamente la visidn operativa: la
geometria del espacio-tiempo no es una intuicion mental fija, sino un generador
fisico (G) que se determina a través de mediciones instrumentadas a escala finita.

William Rowan Hamilton (1805-1865), al definir los nimeros complejos como pares
ordenados y el dlgebra como “ciencia del tiempo puro”, operaba dentro de este marco
kantiano. El tiempo era una forma pura de la intuicidn, y el dlgebra era la ciencia de las
sucesiones temporales. Los numeros complejos no eran puntos en un plano espacial
(eso seria reificarlos geométricamente), sino operaciones en el tiempo.

8.1.4. El siglo XIX: La aritmetizacion del analisis y el error categorial
historico

El siglo XIX vio la consolidacion de una cosmovision mecanicista y determinista.
Pierre-Simon Laplace (1749-1827), en su Ensayo filoséfico sobre las probabilidades
(1814), imagin6 una inteligencia (el “demonio de Laplace”) que conociera todas las
posiciones y velocidades de todas las particulas del universo en un instante dado. Para
esta inteligencia, nada seria incierto; el futuro y el pasado estarian igualmente
presentes ante sus 0jos.

Este demonio de Laplace era la encarnacién del infinito actual epistémico: una
mente que abarca la totalidad del universo en un solo acto de conocimiento. Debemos
marcar que esta lectura es una interpretacion nuestra, no una doctrina explicita de
Laplace: Laplace no hablaba de infinito actual ni de reificacion matematica; hablaba de
una inteligencia idealizada con conocimiento completo de fuerzas y posiciones. El
vinculo con la reificacién es una extrapolacion que hacemos nosotros, y asi debe
entenderse. Sin embargo, la extrapolacion es legitima: si tal mente es concebible
(aunque no exista), entonces el universo es una totalidad completada, un objeto que
puede ser conocido en su totalidad.

Esta cosmovision mecanicista favorecia la reificacién matematica, pero el camino
historico no fue directo. Entre el continuo geométrico de Newton/Laplace y el
continuo conjuntista de Dedekind/Cantor hubo un paso intermedio crucial que
debemos explicar: la aritmetizacién del analisis.

Durante el siglo XIX, matematicos como Karl Weierstrass, Charles Méray y Richard
Dedekind emprendieron un programa para eliminar la intuicion geométrica del
analisis, considerada poco rigurosa tras el descubrimiento de funciones patoldgicas
como la funcién continua pero no diferenciable de Weierstrass. El objetivo era
fundamentar el calculo exclusivamente en la aritmética. La ironia histérica —que
debemos subrayar— es que, para “salvar” el rigor de la fisica, mataron el infinito
fisico (potencial) y lo sustituyeron por el infinito aritmético (actual). En lugar de
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recurrir a la aritmética constructiva y finita, inventaron el continuo conjuntista actual.
Sustituyeron una intuicion geométrica fisica por una metafisica de conjuntos
completados. Ahi es donde se comete el error categorial historico.

Richard Dedekind (1831-1916) y Georg Cantor (1845-1918) desarrollaron sus
teorias del continuo y de los conjuntos infinitos en este contexto. El continuo real de
Dedekind (1872) y los numeros transfinitos de Cantor (1874) eran objetos
matematicos completados, paralelos al universo newtoniano como objeto fisico
completado.

Dedekind, en Continuidad y nimeros irracionales, escribié explicitamente:

“Siempre que nos encontremos ante una cortadura (A;,A,) que no es producida por ninguin numero
racional, creamos un nuevo numero, un numero irracional &, que consideramos completamente definido por
esta cortadura.”

El verbo “crear” (erschaf fen) es revelador, pero debemos matizar su interpretacion.
Dedekind no creia crear una “sustancia” matematica; creaba una definicion
conceptual (un corte en los racionales) y luego decidia tratar esa definicion
extensionalmente como un objeto completo. La falacia no esta en “crear el concepto”,
sino en reificar el concepto como totalidad completada — pasar de la regla de
corte al conjunto infinito como objeto ontoldgico. Este acto de reificacion presupone
que la mente matematica tiene el poder de abarcar totalidades infinitas (el conjunto

de todos los racionales menores que v/2) y tratarlas como objetos completados.

Esta presuposicion era coherente con la cosmovision laplaciana. Si el universo es una
maquina determinista que puede ser conocida en su totalidad por una inteligencia
infinita, entonces la mente matematica (como reflejo de esa inteligencia divina) puede
también abarcar totalidades infinitas.

Georg Cantor llevd esta doctrina al extremo, pero debemos corregir la interpretacion
anterior. Cantor no era un creacionista mental que otorgara a la mente humana
“capacidades casi divinas de crear conjuntos”. Cantor era un realista platonico-
teologico: creia que los transfinitos (X,) existian objetivamente en el Intelecto Divino,
y que la mente humana los descubria mediante la intuicion, no los creaba libremente.
Para Cantor, la matematica era una cruzada teoldgica: defender el infinito actual era
defender la infinitud de Dios. Cantor distinguia tres tipos de infinito:

e El Absoluto (Dios): incognoscible, mas alla de toda determinaciéon matematica.

o El Transfinito: actual, cognoscible, existente en la naturaleza creada y en la
matematica.

e El Potencial: el proceso que siempre puede continuar.

La reificacion cantoriana no provino del orgullo humano de crear, sino de una
cruzada teoloégica para dotar a Dios de una infinitud matematica actual. Este matiz es
crucial: fortalece nuestra tesis de que la reificacién del continuo en ZFC tiene sus
raices en el misticismo teolégico del siglo XIX, no en la fisica operativa.

Cantor distinguia también entre:
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e Infinito potencial: Un proceso que siempre puede continuar (como contar 1, 2,
3,..).

e Infinito actual: Una totalidad completada (como el conjunto de todos los
numeros naturales N).

Para Cantor, la mente matematica puede acceder a infinitos actuales porque estos
existen en el Intelecto Divino y son revelados a la intuicion humana. Esta doctrina era
coherente con una filosofia de la mente donde la mente tiene acceso a realidades
trascendentes, aunque no las cree.

8.1.5. El siglo XX: La cosmologia relativista y cuantica

El siglo XX trajo dos revoluciones cosmoldgicas que socavaron la cosmovision
newtoniana: la relatividad y la mecanica cuantica.

Albert Einstein (1879-1955), con su teoria de la relatividad general (1915), mostré
que el espacio-tiempo no es un escenario absoluto sino una variedad diferenciable
curva cuya geometria depende de la distribuciéon de masa-energia. El universo podia
ser finito pero ilimitado (como la superficie de una esfera), eliminando la necesidad de
un espacio infinito newtoniano.

Pero la relatividad general seguia siendo una teoria continua. El espacio-tiempo era
una variedad diferenciable suave, sin estructura discreta subyacente. La reificacion
del continuo persistia, aunque ahora en forma geométrica.

La mecanica cuantica (1925-1927) plante6 un desafio mas radical. A escalas
atomicas, la energia, el momento angular y otras magnitudes fisicas estan
cuantizadas — toman valores discretos, no continuos. ;Era el universo
fundamentalmente discreto o continuo?

Paul Dirac (1902-1984), al desarrollar la ecuacion relativista del electrén (1928),
introdujo los espinores — objetos matematicos de cuatro componentes complejas
que describen el estado cuantico de una particula de espin 1/2. Pero los componentes
individuales del espinor no son observables; solo ciertas combinaciones bilineales
(como Yy*yY, que representa la corriente de probabilidad) corresponden a
magnitudes medibles.

Debemos ser cuidadosos aqui: la lectura de los espinores como “generador G que
produce estados instrumentados p” es una reinterpretacion moderna
(operacionalista) del formalismo, no algo que Dirac mismo formulara en esos
términos. Dirac mostré que la fisica fundamental usa generadores no observables
(G) para producir estados instrumentados (p), pero esta terminologia es nuestra,
proyectada retroactivamente sobre su trabajo. Es una interpretacion legitima, pero

debe marcarse como tal.

Esta actitud era coherente con una cosmovision donde el universo no es una totalidad
completada que puede ser conocida en su esencia, sino un proceso generador que
produce fenémenos observables bajo condiciones experimentales especificas.
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La teoria de conjuntos causales (Rafael Sorkin, 1980s) —que debe presentarse
como una propuesta especulativa, no consensuada— lleva esta intuicion al extremo: el
espacio-tiempo no es un continuo reificado sino una red discreta de eventos
causales. La geometria continua es una aproximacién macroscopica a una estructura
fundamentalmente discreta.

Nuestra ontologia operativa (G, k,p) es coherente con esta cosmovisién. El universo
no es un objeto completado (X = limy_G(k)) sino un proceso generador (G) que, a
una escala finita (k), produce fendmenos observables con precision limitada (p). El
Axioma de No-Reificacion prohibe tratar el universo como una totalidad
completada; el Principio de Terminacion Ontoldgica exige que toda prediccion
legitima termine en tiempo finito con recursos finitos.

Excursus fisico: Las tres cotas que prohiben el continuo cantoriano

En este punto conviene introducir tres resultados fisicos fundamentales que refuerzan
desde la fisica la prohibicion de la reificacion del continuo. Estos resultados no
provienen de la filosofia, sino de la termodindmica, la mecanica cuantica y la
gravitacion.

1. La cota holografica de Bekenstein-Hawking: Jacob Bekenstein (1972) y
Stephen Hawking (1974) demostraron que la entropia maxima (informacién)
almacenable en una region del espacio no escala con el volumen, sino con el area
de su frontera: [ S_{} = ] donde kjy es la constante de Boltzmann, c la velocidad
de la luz, A el area de la frontera, G la constante de gravitacién universal y A la
constante de Planck reducida. El Principio Holografico ("t Hooft, Susskind, 1993)
eleva esta formula a principio universal. Si el espacio-tiempo fuera un continuo
real reificado (R3), cualquier volumen finito contendria una infinidad no
numerable de puntos, lo que permitiria almacenar infinitos bits de informacién
en un dedal. La cota holografica lo impide: la informacién maxima es finita y
proporcional al area. Un sistema que pretenda computar con una precisién que
exceda la cota de Bekenstein colapsa gravitatoriamente en un agujero negro. El
continuo cantoriano es fisicamente imposible.

2. El principio de incertidumbre de Heisenberg como acoplamiento entre p y
k: En la fisica clasica se asumia que la precision p - 0 podia lograrse
gratuitamente. El Principio de Incertidumbre (4x - Ap, = h/2) demuestra que
para afinar la resolucidn espacial (p — 0), el agente debe transferir un momento
lineal gigantesco al sistema, lo que dispara la escala energética (k — o). El
“suicidio computacional” del Tomo III —donde achicar Ax amplifica el ruido
numérico— tiene su correlato exacto en el “suicidio cuantico”: pretender una
precision infinitesimal (p = 0) en el continuo fisico requeriria una escala
energética infinita (k = o), destruyendo el sistema que se pretende medir. La
fisica cuantica prohibe operacionalmente el limite clasico.

3. El principio de Landauer y el coste termodinamico del PTO: Rolf Landauer
(1961) mostr6é que borrar un bit de informacion disipa al menos kgTIn2 de
energia. E1 PTO exige que todo generador termine; la terminacién requiere borrar
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informacién intermedia; el borrado disipa energia; por tanto, el PTO tiene un
coste termodinamico ineludible. Computar “hasta el infinito” disiparia energia
infinita. El universo finito no lo permite.

Estas tres cotas —holografica, cuantica y termodinamica— constituyen una trinidad
de limites fisicos que blindan la ontologia operativa desde la fisica fundamental. No
son meras preferencias filoséficas; son leyes de la naturaleza que prohiben la
reificacion del continuo.

8.2. Filosofia de la Mente: El sujeto cognoscente y los limites del
conocimiento

La seccién anterior mostr6 que la cosmologia moldea la actitud hacia la reificacion.
Ahora examinamos cémo la concepciéon de la mente —sus capacidades, limites y
naturaleza— determina qué operaciones matematicas se consideran legitimas. Para
evitar una lista lineal abrumadora, agrupamos las posiciones por -corrientes
epistemologicas, explicitando qué problema filoséfico intenta resolver cada una.

8.2.1. Platonismo y reminiscencia: La mente como acceso a objetos eternos

Para Platén (428-348 a.C.), el conocimiento verdadero (émtatiun) no proviene de los
sentidos sino de la reminiscencia (avduvnoig). En el Mendn, S6crates demuestra que
un esclavo ignorante puede “recordar” verdades geométricas que su alma contemplo
antes de nacer, en el mundo de las Ideas.

Las Ideas (i6€éat, 62677) — el Bien, la Belleza, la Justicia, el Circulo, el Nimero — son
entidades eternas, inmutables, perfectas, que existen independientemente de las
mentes que las conocen. Los objetos matematicos (nimeros, figuras geométricas) son
Ideas. Conocer un nimero no es construirlo; es acceder a una entidad que ya existe.

Esta teoria de la reminiscencia favorece la reificacién. Si los objetos matematicos
existen independientemente de nuestras mentes, entonces pueden ser completados
— pueden tener infinitos digitos, infinitas propiedades, incluso si ninguna mente finita
los ha contemplado todos. El nimero  “es” 3.14159... con infinitos decimales, aunque
ninguna mente haya calculado todos ellos.

Eudoxo de Cnido, contemporaneo de Platon y miembro de la Academia, resistié esta
reificacion. Su teorfa de proporciones no postula la existencia de “numeros
irracionales” como Ideas eternas; solo proporciona un criterio operativo para
comparar razones. Esta resistencia puede interpretarse como una disidencia interna
dentro de la Academia: Eudoxo aceptaba la existencia de las Ideas, pero insistia en que
el acceso humano a ellas es siempre mediante procesos finitos.
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8.2.2. Aristotelismo y abstraccion: La mente como constructora de
universales

Aristoteles (384-322 a.C.) rechaz6 la teoria platonica de las Ideas separadas. Para
Aristoteles, los universales (como “circulo” o “nimero”) no existen
independientemente de los particulares; existen en los particulares y son abstraidos
por la mente.

El proceso de abstraccion (agatipeaig, “separacion”) que se describe a continuacion es
una reconstruccion escolastica (tomista) sobre De Anima 1II, no una doctrina
aristotélica literal. Aristoteles mismo no sistematizé el proceso en cuatro pasos; fue la
tradicion tomista posterior la que lo articul6 asi:

1. Percepcion sensible: Percibimos objetos particulares (este circulo dibujado,
estas tres manzanas).

2. Imaginacion (¢pavracia): Formamos imagenes mentales de estos objetos.

3. Intelecto agente (voii¢ momtikodg): Abstrae la forma universal (circularidad,
trinidad) de la materia particular.

4. Intelecto paciente (voii¢ mafntikdc): Recibe y almacena estos universales.

Los objetos matematicos son abstracciones de magnitudes fisicas. El nimero 3 no
existe independientemente; es la forma abstraida de cualquier coleccion de tres cosas.
El circulo geométrico no existe independientemente; es la forma abstraida de objetos
circulares imperfectos.

Esta teoria de la abstraccion tiene consecuencias para el infinito. La mente puede
abstraer la propiedad de “ser divisible” de una magnitud y aplicar esta division
indefinidamente (infinito potencial). Pero la mente no puede abstraer una totalidad
infinita completada, porque nunca ha percibido tal totalidad en la experiencia. El
infinito actual es, para Aristoteles, inabstraible — y por tanto, inexistente en la
matematica.

8.2.3. La filosofia medieval: La mente humana vs. la mente divina

Agustin de Hipona (354-430) cristianizo6 la teoria platénica de las Ideas. Las Ideas
existen, pero no en un mundo separado; existen en la mente de Dios como
arquetipos eternos segun los cuales Dios creé el mundo. Las verdades matematicas
son pensamientos de Dios; conocer una verdad matematica es participar en el
conocimiento divino.

Tomas de Aquino (1225-1274) modificéd esta doctrina agustiniana con elementos
aristotélicos. Para Tomas, el conocimiento humano comienza con los sentidos y
procede por abstraccion. La mente humana es finita y discursiva; no puede abarcar
una totalidad infinita en un solo acto.

Pero Dios es diferente. Dios es pura actualidad sin potencialidad; su conocimiento no
es discursivo sino intuitivo. Dios conoce todas las cosas — pasadas, presentes, futuras,
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posibles — en un solo acto eterno. Dios conoce el infinito actual porque su mente es
infinita.

Esta distinciéon entre mente humana (finita, discursiva) y mente divina (infinita,
intuitiva) tenia consecuencias matematicas. La matematica humana debe limitarse a
procesos finitos (infinito potencial); solo la matematica divina (si tal cosa existe)
podria abarcar totalidades infinitas completadas (infinito actual).

Reificar el infinito actual en la matematica humana seria, en este marco, un acto
de hybris teolégica — pretender que la mente humana tiene capacidades que solo
pertenecen a Dios.

8.2.4. El racionalismo moderno: La mente como espejo de la naturaleza

René Descartes (1596-1650) inauguré la filosofia moderna con su giro
epistemologico. La pregunta fundamental ya no es “;Qué existe?” sino “;Qué puedo
conocer con certeza?”

Descartes distinguio tres tipos de ideas:

1. Ideas adventicias: Provienen de los sentidos (la idea de este arbol).
2. Ideas facticias: Inventadas por la imaginacion (la idea de un centauro).

3. Ideas innatas: Puestas en la mente por Dios (la idea de perfeccion, de infinitud,
de nuimero).

Las ideas matematicas son innatas. Dios, al crear la mente humana, imprimi6 en ella
las verdades eternas de la matematica. Conocer una verdad matematica no es
abstraerla de la experiencia ni inventarla. Debemos precisar aqui: Descartes rechaza
la anamnesis platénica y la reminiscencia agustiniana. Sus ideas innatas no son
recuerdos de una existencia anterior; son disposiciones de la mente impresas por
Dios que se “activan” al pensar, sin implicar preexistencia del alma. El paréntesis
anterior que decia “en un sentido agustiniano, no platénico” es confuso y debe
eliminarse: Descartes no aceptaria ninguna forma de anamnesis.

Descartes establecié un criterio de verdad: solo puedo aceptar como verdadero lo que
se presenta a mi mente con claridad y distincion. Las ideas claras y distintas son
aquellas que la mente puede contemplar sin confusién ni ambigiiedad.

Este criterio tiene consecuencias para los nimeros complejos. Descartes los llamé
“imaginarios” porque no podia imaginarlos claramente. Un nimero real puede
representarse como un punto en una linea; un nimero complejo requeriria un plano,
pero Descartes no podia formar una imagen clara y distinta de v—1. Por lo tanto, los
numeros complejos eran “imaginarios” — no en el sentido de “ficticios”, sino en el
sentido de “no claramente imaginables”.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) desarroll6 una filosofia de la mente mas
sofisticada. Para Leibniz, la mente es una ménada — una sustancia simple, indivisible,
sin partes. Cada mdnada es un centro de percepcion que refleja el universo entero
desde su propia perspectiva, pero con diferentes grados de claridad.
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La mente humana es una ménada racional, capaz de conocer verdades necesarias
(como las matematicas). Pero incluso la mente racional es finita; no puede abarcar el
universo entero con claridad. Solo Dios, la ménada suprema, percibe el universo
entero con perfecta claridad.

Las “ficciones bien fundadas” de Leibniz (como los infinitesimales en el calculo) son
herramientas de una mente finita. Los infinitesimales no son cantidades reales (eso
requeriria una percepcion clara de magnitudes infinitamente pequefias, que ninguna
mente finita tiene); son artificios simbolicos que permiten calcular correctamente.
Son “bien fundados” porque los procedimientos que los usan producen resultados
correctos, aunque los infinitesimales mismos no sean objetos reales.

8.2.5. El empirismo: La mente como tabula rasa

John Locke (1632-1704) rechaz6 la doctrina de las ideas innatas. La mente al nacer es
una tabula rasa (pizarra en blanco); todo conocimiento proviene de la experiencia.

Locke distinguié dos fuentes de ideas:

1. Sensacion: Ideas provenientes de los sentidos externos (color, sonido, textura).

2. Reflexion: Ideas provenientes de la observacién de las operaciones de nuestra
propia mente (pensamiento, duda, creencia).

Sobre las ideas matematicas, debemos corregir una imprecision: Locke clasifica el
numero como modo simple (repeticion de la idea simple de unidad), no como “modo
mixto”. El término “modo mixto” designa combinaciones de ideas heterogéneas (como
“asesinato” u “obligacion”). Confundir ambas categorias tergiversa la psicologia
lockeana de las matematicas. El nimero 3 es la idea de una unidad repetida tres veces;
el triangulo es la idea de tres lineas que se intersectan.

Pero la mente humana es finita; solo puede formar ideas complejas a partir de ideas
simples que ha recibido de la experiencia. La mente no puede formar una idea
positiva del infinito; solo puede formar la idea de un proceso que siempre puede
continuar (infinito potencial).

David Hume (1711-1776) radicalizé el empirismo de Locke. Para Hume, todas las
ideas son copias débiles de impresiones (sensaciones vivas). Si no tenemos una
impresion de algo, no podemos tener una idea de ello.

(Tenemos una impresion del infinito actual? No. Solo tenemos impresiones de
magnitudes finitas. Podemos imaginar un proceso de adicion o divisién que siempre
continla, pero nunca tenemos una impresion de una totalidad infinita completada.

Por lo tanto, el infinito actual es una ficcibn — una palabra sin idea
correspondiente. La matematica que usa el infinito actual (como la teoria de conjuntos
de Cantor) es, para Hume, sofistica e ilusion — no en el sentido de que sea falsa, sino
en el sentido de que usa palabras sin ideas correspondientes.
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George Berkeley (1685-1753) llevé el empirismo a su conclusion légica. Su principio
fundamental es esse est percipi (“ser es ser percibido”). Los objetos no existen
independientemente de las mentes que los perciben.

Esta doctrina tiene consecuencias radicales para la matematica. Los objetos
matematicos no existen en un mundo platénico independiente; existen solo en la
medida en que son construidos por la mente. El nimero 7 no “es” 3.14159... con
infinitos decimales; es la regla que la mente usa para calcular decimales de m tanto
como desee.

Berkeley atacé ferozmente el calculo infinitesimal en su obra El analista (1734). Los
infinitesimales de Newton y Leibniz eran, para Berkeley, “fantasmas de cantidades
difuntas” — entidades que ya no son finitas pero ain no son cero, una contradiccion
logica. Berkeley insistia en que la matematica debe limitarse a cantidades finitas y
operaciones finitas.

8.2.6. Kant: La mente como legisladora de la naturaleza

Immanuel Kant (1724-1804) sintetiz6 el racionalismo y el empirismo en su filosofia
trascendental. Kant acepto6 la tesis empirista de que todo conocimiento comienza con
la experiencia, pero rechazé la tesis de que todo conocimiento proviene de la
experiencia.

Kant propuso un giro copernicano en la epistemologia: no es la mente la que se
ajusta a los objetos, sino los objetos los que se ajustan a la mente. La mente tiene
estructuras a priori que condicionan toda experiencia posible.

Estas estructuras a priori son:

1. Formas puras de la intuicion sensible: Espacio y tiempo.
2. Categorias del entendimiento: Cantidad, calidad, relaciéon, modalidad.
3. Ideas de la razon: Alma, mundo, Dios.

El espacio y el tiempo no son sustancias absolutas (Newton) ni relaciones entre cosas
(Leibniz); son formas puras de la intuicion. Toda experiencia externa se estructura
espacialmente; toda experiencia (interna o externa) se estructura temporalmente.

Las matematicas son juicios sintéticos a priori — proposiciones que son necesarias
y universales (a priori) pero que también amplian nuestro conocimiento (sintéticos).
La geometria es la ciencia del espacio como forma pura de la intuicidn externa; la
aritmética es la ciencia del tiempo como forma pura de la intuicién interna.

Debemos sefialar una fricciéon: Kant sostiene que las matematicas son juicios sintéticos
a priori con necesidad universal. Nuestra ontologia operativa, al hacer depender todo
de procesos finitos contingentes, relativiza en cierto modo esa necesidad. Kant no es
un aliado sin matices: su filosofia de la geometria como ciencia del espacio euclidiano
fue refutada por las geometrias no euclidianas y su aplicacion en la Relatividad
General. Esta caida fortalece la vision operativa: la geometria no es una intuicion
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mental fija, sino un generador fisico que se determina mediante mediciones
instrumentadas.

Kant distingui6 entre:

e Uso constitutivo de las ideas: Tratar las ideas como si correspondieran a objetos
reales. Esto lleva a ilusiones trascendentales (paralogismos, antinomias).

e Uso regulativo de las ideas: Usar las ideas como guias para la investigaciéon
empirica, sin pretender que correspondan a objetos.

El infinito debe usarse solo regulativamente. La mente tiende hacia la totalidad
completada como ideal regulativo, pero nunca la alcanza en la experiencia. Reificar el
infinito como objeto seria caer en una ilusion trascendental.

William Rowan Hamilton (1805-1865) desarroll6 su algebra de los cuaterniones y
su teoria de los nimeros complejos dentro de este marco kantiano. Hamilton defini6
el dlgebra como “la ciencia del tiempo puro” — el tiempo como forma pura de la
intuicién interna. Los nimeros complejos no son puntos en un plano espacial (eso
serfa reificarlos geométricamente); son pares ordenados que representan
operaciones en el tiempo.

El nimero complejo a + bi es el par (a, b), donde a es el componente real (presente) y
b es el componente imaginario (operacion de rotaciéon temporal). Multiplicar por i es
aplicar una rotaciéon de 90 grados en el tiempo. Esta definicién es coherente con la
doctrina kantiana del tiempo como forma pura de la intuicién interna.

8.2.7. El siglo XIX: La psicologia y la matematizacion de la mente

El siglo XIX vio el nacimiento de la psicologia experimental como disciplina
cientifica. Gustav Fechner (1801-1887), en sus Elementos de psicofisica (1860),
intentd establecer relaciones matematicas precisas entre estimulos fisicos y
sensaciones mentales.

Hermann von Helmholtz (1821-1894) desarrolld la teoria de la inferencia
inconsciente en la percepcion. La mente no percibe pasivamente el mundo; construye
activamente percepciones a partir de datos sensoriales fragmentarios, usando
inferencias inconscientes basadas en experiencias pasadas.

Esta teoria de la percepcion como construccién activa socavaba el empirismo ingenuo
y el realismo directo. Si la mente construye activamente sus percepciones, entonces
los objetos matematicos también son construcciones mentales, no entidades
independientes.

Gottlob Frege (1848-1925) reaccion6 contra este “psicologismo” — la reduccion de la
légica y la matematica a procesos psicoldgicos. En sus Fundamentos de la aritmética
(1884), Frege distinguié cuidadosamente entre:

¢ Lo subjetivo: Ideas, representaciones, procesos mentales.
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e Lo objetivo: Verdades légicas y matematicas, que son independientes de las
mentes que las conocen.

Para Frege, los nimeros no son ideas mentales ni propiedades de objetos fisicos; son
objetos l6gicos. Debemos precisar la datacion: en 1884 Frege establece la objetividad
anti-psicologista, pero el término técnico “tercer reino” (ein drittes Reich) —ni cosas
fisicas ni representaciones subjetivas— lo acufia formalmente en su ensayo Der
Gedanke (El pensamiento, 1918). El nimero 2 no es la idea que tengo de 2 ni la
propiedad de ser dos que tienen las manzanas; es un objeto logico definido por los
axiomas de la aritmética.

Frege intent6 reducir la aritmética a la légica pura en su obra Leyes fundamentales de
la aritmética (1893-1903). Pero en 1902, Bertrand Russell le comunic6 la paradoja
de Russell: el conjunto de todos los conjuntos que no se contienen a si mismos lleva a
una contradiccion. Frege reconoci6é que su sistema era inconsistente. Debemos
matizar: Frege no abandoné inmediatamente el proyecto logicista; traté de
enmendarlo afiadiendo un apéndice a Grundgesetze, aunque el intento fracaso.

Richard Dedekind (1831-1916), contemporaneo de Frege, adoptdé una postura
intermedia. En ;Qué son y qué deben ser los niimeros? (1888), Dedekind definid los
numeros como “creaciones libres de la mente humana”. Los nimeros no existen
independientemente de la mente; son creados por la mente mediante actos de
definicion.

Pero una vez creados, los nimeros tienen propiedades objetivas que la mente
descubre, no inventa. La mente crea el sistema de los nimeros reales (mediante
cortaduras), pero luego descubre que este sistema tiene ciertas propiedades (como el
teorema del valor intermedio).

Dedekind us6 el verbo “crear” (erschaffen) deliberadamente. En Continuidad y
numeros irracionales (1872), escribio:

“Siempre que nos encontremos ante una cortadura (A;,A,) que no es producida por ninguin numero
racional, creamos un nuevo numero, un numero irracional a.”

Debemos matizar: Dedekind no crefa crear una “sustancia” matematica; creaba una
definicion conceptual y luego decidia tratar esa definicién extensionalmente como
un objeto completo. La falacia esta en reificar el concepto como totalidad
completada, no en crear el concepto.

Esta doctrina de la “creacién libre” es coherente con una filosofia de la mente donde la
mente tiene el poder de constituir objetos mediante actos de definicion. Pero
presupone que la mente puede abarcar totalidades infinitas (el conjunto de todos los

racionales menores que v2) y tratarlas como objetos completados.

Georg Cantor (1845-1918) llevo esta doctrina al extremo, pero con una motivacion
teoldgica que debemos explicitar. Cantor era un realista platénico-teologico: creia
que los transfinitos existian en el Intelecto Divino y que la mente humana los
descubria mediante la intuicién, no los creaba. Para Cantor, la matematica era una
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cruzada teoldgica: defender el infinito actual era defender la infinitud de Dios. Cantor
distinguia:

e El Absoluto (Dios): incognoscible.
o El Transfinito: actual, cognoscible, en la naturaleza y en la matematica.
e El Potencial: el proceso que siempre puede continuar.

La mente humana puede acceder a infinitos actuales porque estos existen en el
Intelecto Divino y son revelados a la intuicion. Esta doctrina era coherente con una
filosofia de la mente donde la mente tiene acceso a realidades trascendentes.

8.2.8. El siglo XX: La fenomenologia, el intuicionismo y la computacion

El siglo XX vio tres corrientes filosdficas que desafiaron la doctrina de la mente como
creadora de totalidades infinitas: la fenomenologia, el intuicionismo y la teoria de
la computacion.

Edmund Husserl (1859-1938), fundador de la fenomenologia, propuso volver “a las
cosas mismas” — a la experiencia tal como se da antes de cualquier teorizacién. La
conciencia es siempre intencionalidad — siempre es conciencia de algo. No hay
conciencia pura sin objeto.

Husserl distingui6 entre:

e Noesis: El acto de conocer (percibir, recordar, juzgar).
e Noema: El objeto tal como es conocido (lo percibido, lo recordado, lo juzgado).

Esta distincion tiene consecuencias para la matematica. El objeto matematico (el
noema) no existe independientemente del acto de conocerlo (la noesis). El nimero 2
es el objeto tal como es conocido en el acto de contar; no es una entidad
independiente que existe antes de ser contada.

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), fundador del intuicionismo
matematico, aplicé la fenomenologia a la matematica. Para Brouwer, la matematica no
es un cuerpo de verdades objetivas que existen independientemente de la mente; es
una actividad constructiva de la mente.

Brouwer rechazo el principio del tercero excluido (P V —P) para proposiciones sobre
conjuntos infinitos. Para afirmar P V =P, debo tener una prueba de P o una prueba de
—P. Si no tengo ninguna de las dos, no puedo afirmar P v —P.

Brouwer introdujo el concepto de “sucesiones de eleccion” (choice sequences) —
sucesiones infinitas de nimeros naturales que no estan determinadas por una ley,
sino que son creadas paso a paso por las elecciones libres del sujeto creador. Una
sucesion de eleccidn es un proceso en devenir, no una totalidad completada.

Debemos matizar: Brouwer admitia que algunas sucesiones de eleccién pueden ser
“libres de ley” — no determinadas por ninguna regla algoritmica. Pero para los
numeros reales candnicos, Brouwer exigia una ley; las sucesiones libres de ley
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aparecen en contextos mdas avanzados (teorema del abanico, etc.). Esto plantea
problemas para el Principio de Terminaciéon Ontolégica: si una sucesion no esta
determinada por una ley, ;como puedo garantizar que el proceso de generarla
terminara?

Andrey Markov (1903-1979) y la escuela constructiva rusa rechazaron las
sucesiones de eleccion libres de ley. Para Markov, todo objeto matematico debe ser un
algoritmo efectivo — un procedimiento que una maquina de Turing puede ejecutar.
La matemadtica no es la actividad constructiva libre de un sujeto creador; es la
ejecucion de algoritmos por agentes finitos con recursos limitados.

Podemos profundizar la diferencia ontolégica entre Brouwer y Markov: Brouwer
concebia el sujeto matematico como un poeta (la sucesion libre de elecciéon dependia
de la libre voluntad creadora humana; el sujeto podia elegir el siguiente digito
arbitrariamente en el tiempo). Markov, en cambio, exigia que el sujeto fuera una
maquina (todo debia ser un algoritmo determinista). La gran aportaciéon de nuestra
obra es situarse del lado de Markov (la maquina), pero afiadiéndole la restriccién que
ni Brouwer ni Markov formularon explicitamente: la termodinamica. Una sucesion
libre de eleccién (Brouwer) nunca garantiza el PTO porque un poeta puede aburrirse
y detenerse, o divagar eternamente. Un algoritmo puro (Markov) garantiza la
terminacion légica, pero podria requerir mas energia que la del universo. Nuestra
terna (G, k,p) es la sintesis final: exige la determinacion algoritmica (Markov) bajo
restriccion de recursos fisicos (Landauer).

Errett Bishop (1928-1983), en sus Fundamentos del andlisis constructivo (1967),
desarroll6 el analisis real dentro de este marco constructivo. Un nimero real no es
una cortadura de Dedekind (una totalidad completada); es una sucesion regular de
racionales (x,) con un médulo de convergencia M (k) que especifica cuan rapido
converge la sucesion.

Bishop defini6 la igualdad de niimeros reales operacionalmente: dos nimeros reales x
e y son iguales si, para toda precision p > 0, puedo encontrar un indice N tal que para
todo n,m >N, |x, —ynm| <p. La igualdad no es una relacién entre objetos
completados; es una propiedad de los procesos generadores.

Alan Turing (1912-1954), en su articulo Sobre los niimeros computables (1936),
definié la maquina de Turing como modelo de la computaciéon. Una maquina de
Turing es un agente finito que:

Tiene una cinta infinitamente extensible (pero finita en cada instante).
Tiene un cabezal de lectura/escritura.

Tiene un conjunto finito de estados internos.

4. Sigue una tabla de instrucciones finita.

wN R

Debemos matizar: la maquina de Turing es una analogia estructural util, no una
identidad estricta con la terna (G, k,p). En Turing, k es la longitud de cinta en un
instante (finita), pero la cinta es potencialmente infinita. E1 PTO exige finitud efectiva
de recursos (tiempo, espacio, energia), no solo cinta finita en cada paso.
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Turing demostré que hay problemas que ninguna maquina de Turing puede resolver
(el problema de la parada, la indecidibilidad de la l6gica de primer orden). Este
resultado tiene consecuencias profundas para la filosofia de la mente. Si la mente es
una maquina de Turing (o equivalente), entonces hay limites fundamentales a lo que
la mente puede conocer y computar. La mente no puede abarcar totalidades infinitas;
solo puede ejecutar procesos finitos.

Rolf Landauer (1927-1996), en su articulo Irreversibilidad y generacién de calor en el
proceso de computaciéon (1961), mostré que la computaciéon tiene un coste
termodinamico. Borrar un bit de informacion disipa al menos kzTIn2 de energia,
donde kg es la constante de Boltzmann y T es la temperatura.

Este principio de Landauer implica que la mente, como sistema fisico que procesa
informacién, esta sujeta a limites termodindmicos. La mente no puede computar
infinitamente; cada operacion tiene un coste energético. La computacién es un
proceso fisico, no una actividad puramente abstracta.

Debemos afiadir otros limites fisicos de la computacién: la cota de Bremermann
(velocidad maxima de procesamiento de informacién) y la cota de Margolus-Levitin
(tiempo minimo para una operacion cuantica). Estos limites refuerzan el PTO fuerte:
no solo hay limites termodinamicos, sino limites cuanticos fundamentales.

Debemos mencionar aqui a David Hilbert y Kurt Godel, asi como a Alonzo Church,
Emil Post y Stephen Kleene. Hilbert propuso el formalismo: reducir las
matematicas a sistemas formales cuyas pruebas sean verificables por métodos
finitistas. Su programa compartia con nuestra ontologia operativa el rechazo de
ciertos infinitos actuales en la metateoria. Pero los teoremas de incompletitud de
Godel (1931) mostraron que ningun sistema formal consistente que contenga la
aritmética de Peano puede demostrar todas las verdades aritméticas. Este resultado
es fundamental: la mente computacional finita no puede abarcar todas las verdades
matematicas. Church, Post y Kleene, junto con Turing, fundaron la teoria de la
computabilidad.

Nuestra ontologia operativa (G, k, p) sintetiza estas corrientes filosoéficas:

 Fenomenologia: El objeto matematico no existe independientemente del acto de
conocerlo.

o Intuicionismo: La matematica es wuna actividad constructiva, no una
contemplacion de entidades eternas.

e  Constructivismo ruso: Todo objeto matematico debe ser un algoritmo efectivo.

e Teoria de la computacion: La mente es un agente finito con limites
computacionales.

e Termodinamica de la informacién: La computacion tiene un coste energético.

El Axioma de No-Reificacion prohibe tratar los procesos generadores como objetos
completados. El Principio de Terminacion Ontolégica exige que todo proceso
legitimo termine en tiempo finito con recursos finitos. La igualdad operacional
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define la igualdad como indistinguibilidad dentro de una precisién dada, no como
identidad entre objetos completados.

Aportes filosoficos adicionales

Antes de pasar a la filosofia de la ciencia, debemos incorporar tres tradiciones que
enriquecen la genealogia:

1. El ultrafinitismo contemporaneo: Norman Wildberger (con su “trigonometria
racional” y su rechazo de los nimeros reales como objetos bien definidos), Doron
Zeilberger (quien niega la existencia del infinito actual y sostiene que incluso los
numeros naturales “grandes” son problematicos) y Edward Nelson (quien intento
formalizar un finitismo estricto en su “aritmética predicativa”) representan la
punta mas radical y actual de esta tradicion. Estos autores demuestran que el
debate sigue vivo hoy, no solo histéricamente.

2. El predicativismo técnico de Weyl: En Das Kontinuum (1918), Weyl no solo
acuno la frase del continuo como “medio de libre devenir” (Medium freien
Werdens), sino que desarrollé6 un programa técnico completo: reconstruir el
analisis clasico usando solo definiciones predicativas (que no cuantifican sobre
totalidades que incluyen al objeto definido). Esto es matematica operativa hecha,
no solo intuicidn filoséfica.

3. Wittgenstein sobre el seguimiento de reglas: En las Observaciones sobre los
fundamentos de la matemdtica y partes de las Investigaciones filosdficas,
Wittgenstein ataca directamente la idea de que una regla matematica (por
ejemplo, “+2”) ya “contiene” de antemano todos sus resultados infinitos futuros,
como si la totalidad estuviera reificada esperando ser leida. Para Wittgenstein,
seguir una regla es una practica, un uso, no el despliegue de un objeto
preexistente. Esto es filos6ficamente muy afin al Axioma de No-Reificacion y
proviene de una tradicién (filosofia del lenguaje ordinario) completamente
distinta de las ya mencionadas.

La paradoja de Skolem como argumento interno contra la reificacion

El teorema de Lowenheim-Skolem implica que si la teoria de conjuntos (ZFC) es
consistente, tiene un modelo numerable — es decir, un modelo donde “todos los
conjuntos”, incluidos los que dentro del modelo se demuestran no numerables (como
R), son, vistos desde fuera, numerables. Esto es un resultado técnico dentro de la
propia teoria reificadora que socava la pretensiéon de que el continuo “es” una
totalidad objetiva con una cardinalidad absoluta e independiente del sistema formal.
Es un argumento interno, no externo (no viene de la fisica ni de la fenomenologia), y
por eso complementa muy bien los aportes ya sugeridos.

La teoria de tipos de Martin-L6f y el isomorfismo de Curry-Howard

Mas alla de Markov y Bishop, la culminacion formal de la matematica operativa en el
siglo XX es la Teoria de Tipos Intuicionista de Per Martin-Lof (1972). En la teoria
de tipos, una proposicion es un tipo, y una prueba es un programa que habita ese tipo.
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Esto es exactamente la ontologia operativa: no hay objetos matematicos
independientes, solo tipos (generadores) y términos (procesos). La correspondencia
de Curry-Howard entre l6gica y computacion es la formalizaciéon mas precisa de esta
idea. Una proposicién matematica no es un valor de verdad platénico estatico; es un
Tipo (el objetivo generativo G). Una demostraciéon no es una contemplacion mistica;
es un Término ejecutable (un programa que termina bajo el PTO y entrega un testigo
de escala k).

La traduccion aristotélica rigurosa de la terna

Para cerrar el circulo histérico con el Libro IIl de la Fisica de Aristételes, podemos
formular una correspondencia ontoldgica rigurosa:

e El Generador (G) es la Dunamis (6Uvau, Potencia): La regla inteligible, la
capacidad latente de transformacién.

e La Escala (k) es la Kinesis (kivnoi, Movimiento/Proceso): El transito
dindmico, el gasto de tiempo y recursos en el mundo fisico.

e La Precision (p) es la Enérgeia |/ Entelécheia (e¢vépyewa, Acto/Realizacion
consumada): El estado instrumentado final que entrega el instrumento.

El error de Dedekind y Cantor consistié en cometer una falacia metafisica: postular
que la Dunamis (el generador potencial) ya era Enérgeia (un acto infinito consumado)
sin necesidad de Kinesis (proceso fisico de computo). El Axioma de No-Reificacion
(ANR) es la formulacién computacional de la ley aristotélica que prohibe el acto puro
en el mundo material.

8.3. Filosofia de la Ciencia: El realismo, el instrumentalismo y la
ontologia operativa

8.3.1. Los griegos: Salvar las apariencias (cw{etv ta pawvoueva)
En la astronomia griega, habia una distincidén fundamental entre:

e Fisica: La ciencia de las causas y la naturaleza real de los fenémenos.

e Astronomia matematica: La ciencia de las regularidades observables, sin
pretender describir la realidad subyacente.

Platon, en el Timeo, plante6 el problema de “salvar las apariencias”
(cwlew ta pawoueva): construir un modelo matematico que reproduzca los
movimientos observados de los planetas, sin pretender que este modelo describa la
realidad fisica.

Eudoxo de Cnido desarrollé el modelo de las esferas homocéntricas: cada planeta
es llevado por un sistema de esferas concéntricas que rotan a diferentes velocidades.
Este modelo reproducia con precisiéon los movimientos planetarios observados
(incluyendo el movimiento retrégrado), pero Eudoxo no pretendia que las esferas
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fueran entidades fisicas reales. Eran artificios geométricos para salvar las
apariencias.

Esta actitud es lo que hoy llamariamos instrumentalismo: las teorias cientificas son
instrumentos para predecir fendmenos, no descripciones de la realidad subyacente.

Aristoteles rechazé este instrumentalismo. Para Aristételes, la fisica es la ciencia de
las causas; no basta con salvar las apariencias, hay que explicar por qué los
fenémenos ocurren. Aristoteles desarrollé una cosmologia fisica donde las esferas
celestes son entidades reales, hechas de éter, que se mueven en circulos porque el
movimiento circular es el movimiento natural de los cuerpos celestes.

Esta actitud es lo que hoy llamariamos realismo: las teorias cientificas describen la
realidad subyacente, no solo predicen fen6menos.

La tensién entre instrumentalismo y realismo persistiria a lo largo de la historia de la
ciencia, y tendria consecuencias para la actitud hacia la reificacién matematica. El
instrumentalismo favorece una actitud operativa hacia las matematicas (las
matematicas son herramientas para predecir); el realismo favorece la reificacion (las
entidades matematicas son reales).

Debemos matizar: esta correlacion es tendencial, no estricta. Un instrumentalista
puede usar el infinito actual como ficcién util (reificacion pragmatica); un realista
estructural puede ser no-reificador respecto a las entidades pero realista respecto a
las estructuras. La dicotomia realismo/instrumentalismo es un continuo, no una
disyuncion.

8.3.2. La revoluciodn cientifica: El realismo matematico

Galileo Galilei (1564-1642) inaugur¢ la ciencia moderna con su insistencia en que “el
libro de la naturaleza estid escrito en lenguaje matematico”. En El ensayador (Il
Saggiatore, 1623), Galileo escribié:

“La filosofia e scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dico
I'universo)...”

Para Galileo, las matematicas no son solo instrumentos para predecir fendmenos; son
el lenguaje mismo de la naturaleza. Las entidades matematicas (circulos, tridngulos,
numeros) son reales; son la estructura profunda de la realidad fisica.

Esta doctrina es una forma de realismo matematico: las entidades matematicas
existen independientemente de nuestras mentes y son la estructura de la realidad.

Johannes Kepler (1571-1630) llevé este realismo matematico al extremo. Kepler
creia que Dios habia creado el universo segin proporciones geométricas perfectas. En
su Mysterium Cosmographicum (1596), Kepler intent6 explicar las distancias de los
planetas al Sol mediante los cinco sé6lidos platénicos inscritos en esferas.
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Este modelo era empiricamente incorrecto, pero revela la actitud de Kepler: las
entidades matematicas (los sélidos platénicos) son la estructura real del universo, no
solo instrumentos para predecir.

Isaac Newton (1642-1727) consolidé el realismo matematico en sus Principios
matemadticos de filosofia natural (1687). Las leyes de Newton (la ley de gravitacion
universal, las leyes del movimiento) no son solo instrumentos para predecir el
movimiento de los planetas; son leyes reales que gobiernan el universo.

Newton postulé entidades matematicas como fuerzas (la fuerza gravitatoria) y
campos (el campo gravitatorio). Estas entidades no son directamente observables;
solo observamos sus efectos (la caida de los cuerpos, el movimiento de los planetas).
Pero Newton insistia en que estas entidades son reales; no son ficciones utiles, sino la
realidad subyacente.

Esta actitud realista favorecia la reificacion matematica. Si las fuerzas y los campos
son reales, entonces las entidades matematicas que los describen (niimeros reales,
funciones continuas, ecuaciones diferenciales) también son reales. Y si son reales,
pueden ser completadas — pueden tener infinitos digitos, infinitas propiedades,
incluso si ninguna mente finita las ha contemplado todas.

8.3.3. El empirismo y el instrumentalismo

George Berkeley (1685-1753) ataco el realismo newtoniano desde una perspectiva
empirista. En El analista (1734), Berkeley criticd los infinitesimales de Newton como
“fantasmas de cantidades difuntas” — entidades que ya no son finitas pero aiin no son
cero.

Para Berkeley, solo existen las ideas que podemos percibir claramente. No tenemos
una idea clara de un infinitesimal (una cantidad infinitamente pequefia pero distinta
de cero); por lo tanto, los infinitesimales son ficciones — palabras sin ideas
correspondientes.

Berkeley proponia una actitud instrumentalista hacia la matematica: las teorias
matematicas son instrumentos para predecir fendmenos, no descripciones de la
realidad subyacente. Si una teoria matematica produce predicciones correctas, es util;
pero no debemos reificar sus entidades como si fueran reales.

David Hume (1711-1776) desarrollé una filosofia de la ciencia escéptica e
instrumentalista. Para Hume, la causalidad no es una conexién real entre eventos; es
un habito mental — la expectativa de que eventos similares estaran asociados en el
futuro, basada en la experiencia pasada.

Las teorias cientificas no describen causas reales; solo describen regularidades
observables. La ley de gravitacion de Newton no describe una fuerza real que actua a
distancia; solo describe la regularidad de que los cuerpos se atraen
proporcionalmente a sus masas e inversamente al cuadrado de la distancia.
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Esta actitud instrumentalista favorece una actitud operativa hacia la matematica. Las
matematicas son herramientas para describir regularidades; no debemos reificar sus
entidades como si fueran realidades subyacentes.

Pierre Duhem (1861-1916), en su obra La teoria fisica: su objeto y su estructura
(1906), desarrollé una filosofia de la ciencia convencionalista e instrumentalista.
Para Duhem, una teoria fisica no es una explicacién de la realidad subyacente; es un
sistema de proposiciones matematicas que tiene por objeto representar un
conjunto de leyes experimentales.

Duhem insistia en que las teorias fisicas no pueden ser verificadas ni falsificadas
aisladamente; solo pueden ser evaluadas en su conjunto. Si una prediccién falla, no
sabemos si la culpa es de la teoria principal o de las hipoétesis auxiliares (la tesis
Duhem-Quine).

Esta actitud favorece el instrumentalismo: las teorias son instrumentos para organizar
la experiencia, no descripciones de la realidad. Y si son instrumentos, sus entidades
matematicas son herramientas, no realidades.

Henri Poincaré (1854-1912) desarroll6 una filosofia de la ciencia convencionalista.
En La ciencia y la hipdtesis (1902), Poincaré argumenté que los axiomas de la
geometria no son verdades objetivas ni empiricas; son convenciones — elecciones
que hacemos por conveniencia, no por necesidad.

La geometria euclidiana no es mas “verdadera” que la geometria no euclidiana; es mas
conveniente para la mayoria de las aplicaciones. Elegimos la geometria euclidiana
por simplicidad, no por verdad.

Esta actitud convencionalista tiene consecuencias para la reificacion matematica. Si
los axiomas matematicos son convenciones, entonces las entidades matematicas
definidas por estos axiomas (numeros reales, conjuntos infinitos) son también
convenciones — no realidades independientes.

Poincaré critic6 ferozmente la teoria de conjuntos de Cantor y el logicismo de Frege y
Russell. Para Poincaré, el infinito actual es una ficcibn — una palabra sin contenido
intuitivo. Solo el infinito potencial (un proceso que siempre puede continuar) es
legitimo. Debemos marcar que la cita sobre el continuo que a veces se le atribuye es
una parafrasis, no una cita textual.

8.3.4. El positivismo logico y el verificacionismo

El Circulo de Viena (1920s-1930s), liderado por Moritz Schlick, Rudolf Carnap y Otto
Neurath, desarroll6 una filosofia de la ciencia verificacionista y antimetafisica.

El principio fundamental del positivismo légico es el criterio verificacionista del
significado: una proposiciéon es cognitivamente significativa si y solo si es o bien
analitica (verdadera por definicion, como las matematicas y la logica) o bien
empiricamente verificable (como las ciencias naturales).
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Las proposiciones metafisicas (“Dios existe”, “el universo es infinito”, “los niimeros
reales existen independientemente de la mente”) no son ni analiticas ni
empiricamente verificables; por lo tanto, son carentes de significado cognitivo — no
son falsas, son sinsentido.

Rudolf Carnap (1891-1970), en su obra La construccion Iégica del mundo (1928),
intenté construir todo el conocimiento cientifico a partir de datos sensoriales
elementales (Elementarerlebnisse). Los objetos fisicos, las mentes de otros, los
numeros, las teorias cientificas — todo debe ser construido légicamente a partir de
estos datos elementales.

Esta actitud favorece una visién operativa de la matematica. Los objetos matematicos
no son entidades independientes; son construcciones légicas a partir de operaciones
mentales basicas.

Percy Williams Bridgman (1882-1961), premio Nobel de Fisica, desarroll6 el
operacionalismo en su obra La [dgica de la fisica moderna (1927). Para Bridgman, los
conceptos fisicos se definen por las operaciones de medicion que los determinan.

El concepto de “longitud” no es una propiedad objetiva de los objetos; es el conjunto
de operaciones que realizamos para medir la longitud (usar una regla, un micrémetro,
un interferémetro). Diferentes operaciones de medicion definen diferentes conceptos
de longitud.

Debemos distanciarnos explicitamente del operacionalismo ingenuo de Bridgman: su
version estricta colapsé porque implicaba que cada nuevo instrumento de medicion
creaba un nuevo concepto fisico (no habia unificacién teérica). Nuestra terna (G, k, p)
supera este problema: el generador G es la teoria unificadora (la ley fisica), mientras
que k y p representan la instrumentacion concreta. No defendemos el
operacionalismo fragmentario de Bridgman, sino un operacionalismo estructural
basado en la terna.

Esta actitud operacionalista tiene consecuencias para la reificacién matematica. Si los
conceptos fisicos se definen por operaciones, entonces las entidades matematicas que
describen estos conceptos también deben ser operacionales — deben corresponder
a operaciones finitas que podemos realizar.

El ndmero m no es una entidad independiente con infinitos decimales; es el resultado
de operaciones finitas de medicién (medir la circunferencia y el didmetro de un
circulo, usar series infinitas truncadas, etc.).

8.3.5. El realismo cientifico del siglo XX

Karl Popper (1902-1994) rechaz6 el verificacionismo del Circulo de Viena y propuso
el falsacionismo como criterio de demarcacidn entre ciencia y no-ciencia. Una teoria
es cientifica si y solo si es falsable — si puede ser refutada por la experiencia.

Popper defendia una forma de realismo critico: las teorias cientificas son conjeturas
sobre la realidad; no podemos verificarlas, pero podemos falsarlas. Las teorias que
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sobreviven a intentos repetidos de falsaciéon son corroboradas (no verificadas, sino
provisionalmente aceptadas).

Para Popper, las entidades tedricas (electrones, campos, genes) son reales; no son
ficciones utiles, sino entidades que existen independientemente de nuestras teorias.
Pero nuestro conocimiento de estas entidades es siempre falible y revisable. Debemos
matizar: el realismo de Popper es metafisico, no epistémico; no afirma que podamos
saber que las entidades teoricas existen, sino que la ciencia aspira a describir la
realidad.

Hilary Putnam (1926-2016) desarrollé el argumento del milagro en favor del
realismo cientifico. En Matemdtica, materia y método (1975) y en Meaning and the
Moral Sciences (1978), Putnam argument6 que el éxito predictivo de la ciencia solo
puede explicarse si las teorias cientificas son aproximadamente verdaderas.

Si las teorias cientificas no describen la realidad, su éxito predictivo seria un milagro
— una coincidencia césmica inexplicable. La mejor explicacion del éxito de la ciencia
es que sus entidades tedricas (electrones, campos, genes) son reales y sus leyes son
aproximadamente verdaderas.

Richard Boyd (1942-) desarrollé6 una forma de realismo cientifico basada en la
inferencia a la mejor explicacion. Boyd argumenté que el realismo cientifico es la
mejor explicacion del éxito de la ciencia, del progreso cientifico y de la convergencia
de teorias sucesivas hacia una descripcién mas precisa de la realidad.

Esta actitud realista favorece la reificacion matematica. Si las entidades tedricas son
reales, entonces las entidades matematicas que las describen también son reales. Y si
son reales, pueden ser completadas — pueden tener infinitos digitos, infinitas
propiedades.

8.3.6. El antirrealismo y el constructivismo social

Thomas Kuhn (1922-1996), en su obra La estructura de las revoluciones cientificas
(1962), desafio la vision acumulativa del progreso cientifico. Para Kuhn, la ciencia no
progresa linealmente hacia la verdad; progresa mediante revoluciones — cambios de
paradigma que redefinen los problemas, los métodos y las entidades legitimas.

Un paradigma es un marco conceptual que define qué preguntas son legitimas, qué
métodos son aceptables, qué entidades existen. La ciencia normal opera dentro de un
paradigma; las revoluciones cientificas ocurren cuando un paradigma es reemplazado
por otro (como la mecanica newtoniana reemplazada por la relatividad einsteiniana).

Kuhn argument6 que paradigmas diferentes son inconmensurables — no pueden ser
comparados objetivamente porque usan conceptos diferentes con significados
diferentes. El “electron” de Thomson no es la misma entidad que el “electron” de Bohr;
son entidades definidas por paradigmas diferentes. Debemos matizar: Kuhn luego
suaviz6 este concepto, hablando de inconmensurabilidad local, no global.
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Esta doctrina de la inconmensurabilidad socava el realismo cientifico. Si paradigmas
diferentes definen entidades diferentes, entonces no hay una realidad independiente
de los paradigmas; hay solo construcciones paradigmaticas.

Paul Feyerabend (1924-1994) llevd esta critica al extremo en su obra Contra el
método (1975). Feyerabend defendi6 el anarquismo epistemoldgico: no hay un
método cientifico universal; “todo vale” en la ciencia. Debemos matizar: Feyerabend
no queria decir que literalmente todo valga en la practica, sino que no hay reglas
universales que no puedan ser violadas legitimamente.

Feyerabend argument6 que el progreso cientifico a menudo ocurre mediante la
violacién de reglas metodolégicas (como la falsabilidad o la verificabilidad). Galileo
violé reglas metodologicas al defender el copernicanismo; Einstein viold reglas
metodoldgicas al desarrollar la relatividad.

Esta actitud anarquista socava tanto el realismo como el instrumentalismo. Si no hay
método cientifico universal, entonces no hay criterio para decidir entre teorias; la
eleccion de teorias es una cuestion de preferencia personal o poder social, no de
verdad o utilidad.

Bas van Fraassen (1941-) desarroll6 el empirismo constructivo en su obra La
imagen cientifica (1980). Para van Fraassen, las teorias cientificas no necesitan ser
verdaderas; solo necesitan ser empiricamente adecuadas — deben salvar los
fenémenos observables.

Van Fraassen distingue entre:

e Aceptar una teoria: Creer que es empiricamente adecuada.
e Creer en una teoria: Creer que es verdadera (describe la realidad subyacente).

Podemos aceptar una teoria sin creer en ella. Podemos usar la mecanica cuantica para
predecir fendmenos sin creer que sus entidades tedricas (funciones de onda,
operadores) son reales.

Esta actitud empirista favorece el instrumentalismo y una vision operativa de la
matematica. Las matemadticas son herramientas para salvar los fenémenos; no
debemos reificar sus entidades como si fueran realidades subyacentes.

Bruno Latour (1947-2022) y los estudios sociales de la ciencia desarrollaron el
constructivismo social. Para Latour, los hechos cientificos no son descubrimientos
de una realidad independiente; son construcciones sociales producidas por redes de
actores humanos y no humanos (cientificos, instrumentos, instituciones,
financiamiento). Debemos matizar: Latour rechazd la etiqueta de constructivista
social radical; preferia “actor-red”. Su postura es mas sutil que “los hechos son
construcciones sociales”.

En La ciencia en accion (1987), Latour mostré cémo los hechos cientificos son
construidos mediante procesos sociales de negociacion, persuasion y movilizacion de
recursos. El “descubrimiento” del bosén de Higgs no es el descubrimiento de una
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entidad que existia independientemente; es la construcciéon de un hecho cientifico
mediante la colaboracion de miles de cientificos, ingenieros, politicos y financiadores.

Esta actitud constructivista socava tanto el realismo como el instrumentalismo. Si los
hechos cientificos son construcciones sociales, entonces no hay una realidad
independiente que las teorias describan o predigan; hay solo construcciones
sociales que son aceptadas por la comunidad cientifica.

8.3.7. La ontologia operativa como realismo de procesos

Nuestra ontologia operativa (G, k, p) ofrece una tercera via entre el realismo ingenuo
y el antirrealismo radical. Pero debemos caracterizarla con precisién: no es un
instrumentalismo pragmatico donde nada es real, ni un realismo de entidades
abstractas. Es un Realismo Estructural de Procesos (Process Realism).

Contra el realismo ingenuo: Las entidades matematicas no existen
independientemente de los procesos generadores que las producen. El nimero © no
es una entidad independiente con infinitos decimales; es el resultado de procesos
generadores finitos (medicién de circunferencias, series infinitas truncadas,
algoritmos iterativos).

Contra el antirrealismo radical: Las entidades matematicas no son meras
construcciones sociales o ficciones utiles. Son estados instrumentados que resultan
de la interaccion entre un generador (un proceso algoritmico), una escala (recursos
finitos de tiempo, espacio, energia) y una precision (criterio de suficiencia).

La ontologia operativa es:

1. Antirrealista respecto a las totalidades infinitas completadas y a los objetos
platonicos estaticos (rechazo del platonismo).

2. Realista respecto a las reglas generadoras (G) y a los estados instrumentados
fisicos (p), porque los procesos de cOmputo y medicion son eventos
termodinamicos objetivos que consumen energia y tiempo en el universo.

La terna (G, k, p) es un modelo de la practica cientifica real:

e Generador (G): La teoria cientifica como regla de prediccién. La mecanica
cuantica es un generador que, dado un estado de preparacién, produce
predicciones probabilisticas.

e Escala (k): Los recursos experimentales. El Large Hadron Collider es una escala
que permite generar ciertos fenémenos (como el boson de Higgs) que no pueden
ser generados a escalas menores.

e Precision (p): El margen de error aceptable. Una prediccién es “suficiente” si
esta dentro del margen de error de los instrumentos de medicion.

El Axioma de No-Reificacion es un principio metodoldgico: no debemos tratar las
entidades tedricas como objetos completados mas alld de lo que permiten nuestros
recursos experimentales. La funcién de onda no es un “campo real” que existe
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independientemente; es un generador que produce predicciones bajo condiciones
experimentales especificas.

El Principio de Terminacion Ontoldgica es un criterio de cientificidad: toda
prediccion legitima debe ser computable en tiempo finito con recursos finitos. Las
teorias que requieren infinitos actuales (como ciertas interpretaciones de la mecanica
cuantica que postulan infinitos mundos paralelos) violan el PTO y deben ser
rechazadas.

La igualdad operacional es un pragmatismo cientifico: dos teorias son equivalentes
si producen predicciones indistinguibles dentro de la precisién experimental
disponible. La mecanica newtoniana y la relatividad general son operacionalmente
equivalentes a escalas cotidianas (bajas velocidades, campos gravitatorios débiles);
solo difieren a escalas extremas (velocidades cercanas a la luz, campos gravitatorios
fuertes).

8.3.8. Casos de estudio: La ontologia operativa en la fisica moderna

Para que los casos de estudio dejen de ser meras analogias y se conviertan en
demostraciones de la terna (G, k, p), los formalizamos en prosa con idéntica simetria.

Caso 1: La mecdnica cudntica y la funciéon de onda

La mecanica cudntica plantea el problema de la reificaciéon de manera aguda. La
funcion de onda i es una entidad matematica compleja (un vector en un espacio de
Hilbert de dimension infinita) que describe el estado cuantico de un sistema. Pero,
;qué es ontoldgicamente la funcién de onda?

Mapeo formal sobre la terna:

e G (Generador): El operador unitario de evolucién temporal U(t) = e~ tHt/R

derivado de la ecuacién de Schrodinger.

e k (Escala): El tiempo de coherencia cuantica y el numero de operaciones de
transformacidn del estado en el laboratorio.

e p (Precision): La distribucion de probabilidad de Born (|{¢|y)|?) colapsada en
un evento macroscépico por la decoherencia instrumental.

Interpretacion de Copenhague (Bohr, Heisenberg): La funcién de onda no es una
entidad real; es un instrumento predictivo que nos permite calcular probabilidades
de resultados de medicion. No describe la realidad subyacente; solo predice
fenbmenos observables.

Esta interpretacion es instrumentalista y favorece una actitud operativa. La funciéon
de onda es un generador (G) que, dado un estado de preparaciéon y una escala de
medicion, produce predicciones probabilisticas (p).

Interpretacion de los muchos mundos (Everett): La funcién de onda es una entidad
real que describe la realidad completa. Cuando ocurre una medicidn, el universo se
“ramifica” en multiples ramas, cada una correspondiente a un resultado posible.

131



Esta interpretacion es realista y reifica la funciéon de onda. La funcién de onda es un
objeto completado que existe independientemente de nuestras mediciones.

QBismo (Quantum Bayesianism, Fuchs, Schack): La funcién de onda no es una entidad
real ni un instrumento predictivo objetivo; es una herramienta subjetiva que un
agente usa para actualizar sus creencias sobre resultados futuros de medicion.
Debemos indicar que esta interpretacién es minoritaria y controvertida.

Esta interpretacién es subjetivista y operacional. La funcién de onda es una
herramienta que un agente (k, recursos cognitivos) usa para generar predicciones (p)
basadas en sus experiencias pasadas.

Decoherencia cuantica (Zeh, Zurek, 1970s-2000s): La decoherencia explica como
los estados cuanticos pierden coherencia al interactuar con el entorno, emergiendo asi
el mundo clasico. Es un proceso objetivo que no requiere un observador ni un colapso.
Desde la perspectiva operativa, la decoherencia es el mecanismo fisico por el cual un
generador cuantico G produce estados instrumentados p estables. La funciéon de onda
1) jamas necesita colapsar ni ramificarse en universos paralelos: la decoherencia es
simplemente la pérdida inevitable de precision de fase (p) debida al
acoplamiento termodinamico con el entorno (escala k). Reificar la funciéon de onda
como un campo real es innecesario: la decoherencia muestra que los estados clasicos
emergen de la interaccidn, no de una propiedad ontolégica previa.

Interpretacion relacional de Rovelli (1996): Los estados cudnticos no son
propiedades de sistemas aislados, sino relaciones entre sistemas. Esta interpretacion
es profundamente afin a la ontologia operativa: los valores de las magnitudes existen
solo en relacidn a una interaccion de medicion, con una escala y precisidon definidas.
Rovelli también ha defendido una visiéon del mundo sin tiempo fundamental, donde el
tiempo emerge de correlaciones. Esto resuena con la idea de que k (escala) y p
(precision) son parametros relacionales, no absolutos.

Nuestra ontologia operativa es coherente con la interpretacion de Copenhague, el
QBismo, la decoherencia y la interpretacion relacional. La funciéon de onda es un
generador (G) que, dado un estado de preparacidon y una escala de medicidn (k),
produce resultados con una distribucién de probabilidad (p). La funcién de onda no es
un “campo real” que existe independientemente; es una regla de prediccidn.

Caso 2: La relatividad general y el espacio-tiempo

La relatividad general plantea el problema de la reificacion del espacio-tiempo. El
espacio-tiempo es una variedad diferenciable de cuatro dimensiones con una
métrica que depende de la distribucion de masa-energia. Pero, ;qué es
ontoldgicamente el espacio-tiempo?

Mapeo formal sobre la terna:

¢ (G (Generador): El tensor métrico y las ecuaciones de campo de Einstein (la regla
causal de adyacencia local).
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e k (Escala): El radio de curvatura y el horizonte causal observable accesible al
observador.

e p (Precision): La cota de resolucién espacial limitada fundamentalmente por la
longitud de Planck (£, = \/hG/c3).

Interpretacion sustantivalista (Einstein temprano): El espacio-tiempo es una
sustancia que existe independientemente de la materia que contiene. El espacio-
tiempo puede existir vacio (soluciones de vacio de las ecuaciones de Einstein).

Esta interpretacion es realista y reifica el espacio-tiempo. El espacio-tiempo es un
objeto completado que existe independientemente de la materia.

Interpretacion relacional (Leibniz, Mach): El espacio-tiempo no es una sustancia; es
el orden de las relaciones entre eventos materiales. Sin materia, no hay espacio-
tiempo.

Esta interpretacion es operacional y favorece una actitud no-reificadora. El espacio-
tiempo es un generador (G) que, dada una distribucién de materia y energia, produce
una geometria (p).

Teoria de conjuntos causales (Sorkin, 1980s): El espacio-tiempo no es un continuo;
es una red discreta de eventos causales. La geometria continua es una aproximacién
macroscépica a una estructura fundamentalmente discreta. Debemos indicar que es
una propuesta especulativa, no consensuada.

Esta interpretacion es operacional en el sentido mas fuerte. El espacio-tiempo es un
generador (G) que produce una red discreta de eventos a una escala finita (k).

Nuestra ontologia operativa es coherente con la interpretacion relacional y la teoria
de conjuntos causales. El espacio-tiempo no es un continuo reificado; es un
generador de adyacencia causal — una regla que especifica qué eventos estan
causalmente conectados. La geometria continua es una aproximacién que emerge a
escalas grandes. Medir distancias y tiempos es siempre un proceso finito con precision
limitada; la métrica es un generador que produce estas medidas.

Caso 3: La termodinamica y la flecha del tiempo

La termodinamica plantea el problema de la irreversibilidad. Las leyes fundamentales
de la fisica (mecanica newtoniana, electrodinamica, mecanica cuantica) son
reversibles en el tiempo: si invertimos la direccion del tiempo, las ecuaciones siguen
siendo validas. Pero la termodinamica es irreversible: la entropia siempre aumenta
(segunda ley de la termodinamica).

:.Como reconciliar la reversibilidad de las leyes fundamentales con la irreversibilidad
de la termodinamica?

Mapeo formal sobre la terna:

e G (Generador): Las ecuaciones microscopicas reversibles de Hamilton o
Liouville.
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ek (Escala): El numero de grados de libertad del ensamble macroscépico (N ~
1023 particulas).

e p (Precision): La resolucion de grano grueso (coarse-graining) macroscopica,
donde el borrado de microinformacién disipa el calor de Landauer (kzTIn2).

Interpretacion  estadistica  (Boltzmann): La  irreversibilidad emerge
estadisticamente de la dindmica microscopica reversible. Los sistemas
macroscOpicos estdn compuestos por un ndmero enorme de particulas (~ 102%3).
Aunque las leyes microscopicas son reversibles, la probabilidad de que un sistema
evolucione hacia estados de mayor entropia es abrumadoramente alta. No es una
“ilusioén”, sino una propiedad emergente.

Esta interpretacién es operacional. La irreversibilidad no es una propiedad
fundamental de la realidad; es una propiedad emergente que surge a escalas
macroscopicas (k grande).

Interpretacion de Landauer: La irreversibilidad es una propiedad termodinamica
fundamental. Borrar informacién (una operacion légicamente irreversible) disipa
energia (E = kpTln2). La computacidn irreversible tiene un coste energético; la
computacién reversible no.

Esta interpretacion es operacional en el sentido mas fuerte. La irreversibilidad no es
una ilusion estadistica; es una consecuencia de la termodinamica de la informacion.
Debemos matizar: Landauer conecta la irreversibilidad légica con la fisica, pero no
elimina el caracter estadistico de la segunda ley. La irreversibilidad termodinamica
sigue siendo estadistica en su origen.

Nuestra ontologia operativa es coherente con la interpretaciéon de Landauer. El
Principio de Terminacion Ontoldgica es una expresiéon de la irreversibilidad
termodinamica: todo proceso legitimo debe terminar y entregar un resultado, y esta
terminaciéon tiene un coste energético (borrado de informacién intermedia). La
conexion es directa: la terminacién (PTO) requiere borrar informacién intermedia
(reset de cinta/registros). Borrar 1 bit cuesta kzTIn2 (Landauer). Por tanto, el PTO
tiene un coste termodinamico ineludible. La mente/universo no puede computar
“gratis” la infinitud.

8.4. Conclusidn: La ontologia operativa como sintesis filoséfica

Hemos mostrado que la actitud hacia la reificacion matematica no es neutral; esta
inextricablemente ligada a tres dimensiones filos6ficas fundamentales:

1. Cosmologia y cosmogonia: Una cosmologia finita (Aristételes, cosmologia
medieval) favorece el infinito potencial y una actitud operativa; una cosmologia
infinita (Newton, Laplace) favorece el infinito actual y la reificaciéon. No es una
determinaciéon mecanica, sino una coherencia tendencial: Newton usaba
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infinitesimales ambiguos a pesar de su cosmologia infinita, y Leibniz usaba
ficciones a pesar de su cosmologia monadoldgica finita.

2. Filosofia de la mente: Una filosofia de la mente finita (Aristoteles, Tomas de
Aquino, Kant, Turing, Landauer) favorece una actitud operativa; una filosofia de
la mente con acceso a realidades trascendentes (Platon, Agustin, Cantor)
favorece la reificacién. La dicotomia es un continuo: existen posiciones
intermedias como el realismo estructural o el instrumentalismo sofisticado.

3. Filosofia de la ciencia: Una filosofia instrumentalista u operacionalista (Eudoxo,
Berkeley, Hume, Poincaré, Bridgman, van Fraassen) favorece una actitud
operativa; una filosofia realista (Galileo, Newton, Popper, Putnam) favorece la
reificacion. Pero la correlacion es tendencial: un instrumentalista puede usar el
infinito actual como ficcién util, y un realista estructural puede ser no-reificador.

Nuestra ontologia operativa (G, k,p) ofrece una sintesis filoséfica coherente que
articula:

e« Una cosmologia de procesos generadores: El universo no es una totalidad
completada sino un proceso generador que produce fendmenos observables bajo
condiciones especificas.

e Una filosofia de la mente computacional: La mente es un agente finito con
limites computacionales y termodinamicos; no puede abarcar totalidades
infinitas.

e Una filosofia de la ciencia operacionalista: Las teorias cientificas son
generadores de predicciones, no descripciones de la realidad subyacente.

Esta sintesis no es una invencion ad hoc de la era informatica; es la culminaciéon de
una tradicidn filoséfica de veinticinco siglos que incluye a Eudoxo, Brahmagupta, Al-
Juarismi, Leibniz, Kant, Poincaré, Brouwer, Markov, Turing, Landauer, Martin-Lof y
muchos otros.

La tradicion reificadora (Platén, Agustin, Newton, Cantor, Dedekind, Putnam) es
igualmente coherente, pero descansa sobre supuestos cosmoldgicos, epistemologicos
y filoséficos que nuestra ontologia operativa rechaza:

¢  Un universo infinito actual que puede ser abarcado por la mente.
e Una mente con acceso a realidades trascendentes o capacidades casi divinas de
contemplar totalidades infinitas.

e Una filosoffa de la ciencia realista que trata las entidades tedricas como
realidades independientes.

Nuestra ontologia operativa ofrece una alternativa coherente y filos6ficamente
fundamentada: un universo de procesos generadores finitos, una mente
computacional con limites termodinamicos, y wuna filosofia de la ciencia
operacionalista que trata las teorias como herramientas de prediccidn.
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Esta alternativa no es solo matematicamente rigurosa; es filos6ficamente profunda.
Ofrece una cosmovision coherente para una era donde la computacion, la informacién
y la termodinamica son conceptos fundamentales.

Tabla sindptica final: El mapeo de las tres dimensiones

. . Tradicién . . [
Dimension Reiefliiacdgra Tradicion Operativa Fundamento Fisico-
Filoséfica . G,k Esta Obra Matematico
(Platonismo / ZFC) (G k.p)/ )
. e Principio
Universo infinito Red causal de eventos P
. . Holografico
; actual completado; | discretos en expansion .
Cosmologia : . . . (Bekenstein-
continuo espacial potencial; geometria .
estatico (R3, R*) emergente Hawking), Causal
’ & Sets (Sorkin).
Mente demitrgica Agente fisico Lo :
urs gente .. Maquina de Turing
. , capaz de intuir computacional finito N
Filosofia de . . (o (1936), Principio de
totalidades sujeto a limites de
la Mente .. X . . Landauer (kzTIn2),
transfinitas (2%°); tiempo, memoria y .
. .y T Margolus-Levitin.
sujeto platonico. disipacién.
Realismo de : .
. Realismo de procesos y Isomorfismo de
entidades abstractas;
. , . estados Curry-Howard,
Filosofia de ecuaciones : .
) . . instrumentados; leyes Decoherencia
la Ciencia continuas como s
. . como generadores Cuantica (Zurek),
duplicados literales o . .
algoritmicos. Teoria de Tipos.
del cosmos.
Actualismo: . .. g -
Hipostasis de la Dinamicismo: Distincion Metafisica de
Metafisica o te%cia como acto estricta entre Potencia Aristételes (Fisica
Clasica potencia ¢ (G), Movimiento (k) y [11), Axioma de No-
infinito ya e s
Acto (p). Reificacion (ANR).
consumado.

Traduccion aristotélica de la terna

Concepto Aristotélico (Fisica Terna Sienificado Ontoléeico
I11, Metafisica O) Operativa & &
. . , Generador | Potencia / Regla latente / Capacidad
Dunamis (30vaju) (@) de ser. No es “nada”, es poder ser.
Movimiento / Proceso / Actualizacion
Kinesis (kivnoic) Escala (k) en el tiempo. Gasto de recursos. El
devenir.
Enérgeia/Entelécheia Precision Acto consumado / Estado final
(evépyea) ) observable / Resultado
instrumentado.

Tres cotas fisicas que blindan la ontologia operativa
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Cota / Principio Férmula Implicacién para (G, k, p)
S
Principio Holografico kmacx3 A Limite superior absoluto para k
(Bekenstein-Hawking) = Z oh (memoria/grados de libertad).
Principio de Incertidumbre Ax - Ap, Acoplamiento dindmico k < p: reducir
(Heisenberg) > h/2 p exige aumentar k.
L Eporrado Coste energético del PTO: terminar

Principio de Landauer > kgTIn2 requiere borrar informacidn.

Genealogias vivas y argumentos internos

o Ultrafinitismo contemporaneo: Wildberger, Zeilberger, Nelson.
e Predicativismo técnico de Weyl: Das Kontinuum (1918).
e Paradoja de Skolem: la cardinalidad del continuo no es absoluta.

e  Wittgenstein: seguir una regla es una practica finita, no el despliegue de un
objeto preexistente.

e Teoria de tipos de Martin-Lof: proposiciones como tipos, pruebas como
programas (Curry-Howard).

Con estas incorporaciones, la Seccién VIII se convierte no solo en un anexo, sino en un
pilar fundacional de la filosofia de la matematica y la fisica para el siglo XXI: anclada
en la historia, blindada por la fisica fundamental, formalizada por la teoria de tipos, y
operativa por disefio.
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Tomo ll: Aritmética Finita

Prefacio al Tomo Il

El Tomo I de esta obra establecié los fundamentos ontolégicos de la matematica
operativa. Definimos el objeto matematico como un estado instrumentado (G, k, p),
enunciamos el Axioma de No-Reificacidn y el Principio de Terminaciéon Ontolégica, y
mostramos que la igualdad es un evento de reduccién y la recursion es la fisica del
tiempo matematico.

Este segundo tomo emprende la construccién sistematica de la aritmética sobre esos
cimientos. No se trata de una aritmética empobrecida ni de una mutilaciéon de la
tradicion clasica. Se trata de una aritmética explicita en sus recursos: una aritmética
donde cada nimero lleva explicita su genealogia, donde cada operacion declara sus
recursos, y donde cada resultado certifica su precision.

El lector encontrara aqui los numeros naturales, las operaciones aritméticas
fundamentales, las fracciones y la teoria elemental de nimeros. Pero los encontrara
bajo una luz distinta: no como objetos platénicos suspendidos en un cielo abstracto,
sino como construcciones finitas, verificables, ejecutables.

Antes de comenzar la construccion, es necesario detenerse en una distincion
epistemologica fundamental que atravesara todo este tomo: la diferencia entre el
analisis abstracto de propiedades numéricas y la operacion matematica aplicada.
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Capitulo 7: La falacia del nimero puro

1. Dos usos legitimos del lenguaje matematico

La matematica, a lo largo de su historia, ha desarrollado dos modos de uso que
conviene distinguir con claridad, pues su confusién es fuente de malentendidos
persistentes.

El primer modo es el analisis abstracto de propiedades numéricas. En este modo,
el matematico estudia las relaciones formales entre entidades numéricas,
independientemente de cualquier aplicacion concreta. Investiga, por ejemplo, la
distribucién de los nimeros primos, las propiedades de las congruencias modulares, o
la estructura de los cuerpos finitos. Este anadlisis es legitimo, profundo y fértil. Ha
producido algunos de los teoremas mas notables de la tradiciébn matematica, desde
Euclides hasta Andrew Wiles.

El segundo modo es la operacion matematica aplicada: el uso de los objetos
matematicos y sus propiedades para modelar y resolver problemas especificos del
mundo fisico, econémico o social. En este modo, el matematico o el cientifico no
estudia los nimeros en abstracto; los utiliza para describir magnitudes, calcular
trayectorias, estimar probabilidades o disefiar algoritmos.

Ambos modos son legitimos. Ambos han enriquecido el conocimiento humano. Pero
operan bajo regimenes epistemoldgicos distintos, y confundirlos conduce a errores
que este tomo se propone disolver.

Es importante precisar que el andlisis abstracto de propiedades numéricas puede
practicarse tanto en el dominio descriptivo de la matematica clasica (ZFC) como —con
las herramientas que este tomo desarrolla— dentro del propio marco operativo,
siempre que cada afirmacion estructural sobre los naturales venga acompafiada de su
correspondiente generador y demostracion de terminacion. La diferencia no radica en
qué propiedades se estudian, sino en como se fundamenta la existencia de los objetos
sobre los que se razona.

2. La anatomia de una igualdad

Cuando en la educacion elemental se escribe en la pizarra la expresion 2 + 2 = 4, se
ensefla habitualmente a leerla como una identidad estatica: el objeto denotado a la
izquierda del signo es idéntico al objeto denotado a la derecha.

Esta lectura, aunque util en ciertos contextos, oculta la estructura real de la expresion.
En la matematica operativa, 2 + 2 = 4 no expresa una identidad entre dos objetos
estaticos. Expresa una relacién entre un proceso y un resultado.

e El lado izquierdo (2 + 2) es una operacion: un generador, una instruccién que
exige la ejecucion de un algoritmo (aplicar la regla del sucesor dos veces sobre el
numero dos).
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e Ellado derecho (4) es el estado instrumentado resultante: la forma normal a la
que converge el proceso cuando se le asignan los recursos suficientes para
terminar.

El signo de igualdad registra una relacion de reducibilidad: el generador de la
izquierda reduce al estado de la derecha. La notaciéon 2 + 2 = 4 es una abreviatura
conveniente que oculta la direccionalidad del proceso.

Confundir la operacion (el proceso) con el resultado numérico (el estado) es el primer
paso hacia una comprension reificada de la aritmética.

3. La equivalencia numérica no es identidad operativa

L . . 30 3 . ,
La matematica clasica nos ensefia que -3 1,5. Desde el punto de vista de la teoria

de conjuntos, estas tres expresiones denotan el mismo objeto: la misma clase de
equivalencia de pares ordenados, el mismo punto en la recta racional.

Pero en la matematica aplicada y en la fisica, esta identificacion requiere matices
importantes.

Supongamos que la operacién describe una realidad material: el reparto de alimentos.

e La operacion G; = % instruye: «Retne 30 unidades de pan y distribuyelas entre
20 personasy».

e La operacion G, = % instruye: «Retne 3 unidades de pan y distribuyelas entre 2
personas».

Ambas operaciones, al ejecutarse y reducirse, convergen en el mismo valor numérico
(1,5). Son extensionalmente co-convergentes: pertenecen a la misma clase de
equivalencia numérica que formalizamos en el Tomo I mediante la nociéon de
generadores co-convergentes.

Sin embargo, intensionalmente son operaciones distintas. No expresan la misma
realidad material ni requieren los mismos recursos. G; exige la logistica de reunir a 20
personas y manipular 30 panes; su costo material, su escala y su contexto son
distintos de los de G,. Si un ingeniero o un fisico confunde la equivalencia numérica
con la identidad operativa, puede perder de vista la magnitud real del sistema que
esta modelando.

Esta distincién entre convergencia extensional (que ya formalizamos en el Tomo I
mediante la nocién de generadores co-convergentes) y contenido intensional del
generador no es una contradiccion, sino un refinamiento: dos generadores pueden
pertenecer a la misma clase de equivalencia numérica y, sin embargo, diferir
radicalmente en lo que cada uno de ellos representa e implica materialmente.

: 30 . 3 . -
Decir que 25 €S lo mismo» que S en el dominio numérico abstracto es correcto y

legitimo. Pero afirmar que expresan la misma realidad operativa es borrar la historia
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material del proceso. En nuestro sistema, G; y G, son generadores distintos que,
contingente y afortunadamente, producen resultados numéricos indistinguibles bajo
cierta precision p.

4. Las unidades como tipos ontoldgicos

En la fisica se ensefia que no se pueden sumar magnitudes de distinta naturaleza:
metros con segundos, masa con temperatura. Esto se conoce como analisis
dimensional. Pero en la matematica pura, los nimeros se manipulan a menudo
despojados de su dimension, lo que puede generar una pérdida de referencia: al llegar
al final de una ecuaciéon compleja, puede ocurrir que el propio calculista «no tenga
idea de qué expresan esas cantidades».

En el marco operativo que este libro propone, las unidades no son etiquetas que se
adhieren a los numeros al final del calculo. Las unidades son los tipos ontolégicos de
los generadores, y estan intrinsecamente codificadas en el generador G como parte de
su especificacion. El generador de «5 metros» no es el mismo algoritmo que el
generador de «5 segundos»; G incluye en su definicion el patrén fisico de referencia
contra el cual se mide.

Cuando decimos «5 metros», no estamos diciendo «el nimero 5 acompanado de la
palabra metros». Estamos declarando que el generador G que produjo ese estado
instrumentado es un generador de medicion espacial, calibrado contra el patrén del
metro.

e Lacantidad (5) es el resultado numérico de la reduccién.
e Laprecision (p) es el margen de error del instrumento.
¢ Launidad (metros) es la firma del tipo ontologico del generador.

Esta concepciéon previene errores categoriales. Dos generadores comparten tipo
ontolégico cuando sus resultados pueden combinarse mediante las operaciones
aritméticas usuales sin pérdida de sentido fisico — es decir, cuando existe una unidad
comun, aunque sea por conversion, que permita interpretar la suma o comparacion de
sus estados instrumentados.

Un modelo econémico que intente sumar «flujo de capital» (una tasa, un proceso) con
«deuda acumulada» (un estado, un stock) estd cometiendo el mismo error categorial
que sumar metros con segundos: no es una cuestion de convencién notacional, sino de
una incompatibilidad real entre la naturaleza temporal de los generadores
involucrados, que el analista debe reconocer y que ningtin resultado numérico, por si
solo, revela.

Las unidades no son etiquetas secundarias que se adhieren a un nimero desnudo al
finalizar el calculo; son los tipos ontoldgicos de los generadores. Asi como el sistema
de tipos de la naturaleza prohibe la suma de generadores heterogéneos (la adicién de
un flujo temporal a una masa estatica), la multiplicacion de generadores sintetiza
nuevos tipos derivados (la razén entre longitud y tiempo produce una velocidad). La
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fisica no hace trampa: cuando manipula dimensiones, estd ejecutando un algebra
rigurosa de tipos operacionales que custodia la referencia ontolégica del computo.

. . az . ; . . dx ,
Ejemplo de composicion tipada: Cuando un fisico escribe v = —p esta declarando

que el generador de velocidad se obtiene componiendo un generador de
desplazamiento espacial (tipo ontoldgico: longitud) con el inverso de un generador de
duracién temporal (tipo ontolégico: tiempo). El tipo resultante es una firma
compuesta que conserva la memoria de ambas genealogias. La dimensionalidad no es
una convencidn; es la huella de la composicion de generadores.

5. El estatuto de los irracionales: /2 como operacién suspendida

Esta distincion entre operacion y resultado alcanza su punto mas significativo cuando
nos enfrentamos a los llamados ntimeros irracionales.

Es habitual en los textos de fisica y geometria leer afirmaciones como: «La diagonal
del cuadrado de lado 1 es igual a v/2». El estudiante, y a menudo el propio profesional,

asumen que V2 es una cantidad que esti «ahi», disponible para ser usada como
cualquier nimero entero.

Bajo el Axioma de No-Reificacién, conviene precisar el estatuto de esta expresion. v2
no es una cantidad completada. v2 es una operaciéon suspendida: un generador
(G z), una instruccion algoritmica (por ejemplo, el método babildnico, que es un caso
especial del método de Newton aplicado a f(x) = x> — 2) que estd pendiente de
ejecucion.

El generador G 3 incluye, como parte de su especificacion, su modulo de convergencia

(la velocidad a la que reduce el error), pues este determina cuanta escala k se requiere
para alcanzar una precision p dada. Esta es una diferencia importante con el analisis
constructivo de Bishop, donde los nimeros reales se definen como sucesiones de
Cauchy con médulo de convergencia: en nuestro marco, no aceptamos la sucesion
infinita como objeto (aunque venga dada por una ley), sino inicamente el prefijo finito
ejecutado hasta la precisién p declarada.

Por lo tanto, cuando un fisico escribe 3v/2, lo que esta expresando en rigor operativo
es:

«El valor numérico de esta magnitud no esta disponible en forma cerrada. Lo que dispongo es la instruccién
de ejecutar el generador de la raiz cuadrada de dos, escalar su resultado por 3, y detener la computacion
cuando se alcance la precision p requerida por el instrumento de medicidn.»

Tratar a v/2 como un sustantivo (una cantidad completada con infinitos decimales no
periddicos) es conferirle un estatuto que no posee en el dominio operativo. Tratarlo
como lo que es —una regla generadora que requiere recursos (k) para producir un
estado instrumentado (p)— restaura la claridad epistemoldgica de la ciencia. No
operamos con «numeros infinitos»; operamos con algoritmos finitos que aproximan
magnitudes fisicas hasta el limite de nuestro aparato de medicion.
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6 La densidad como resultado de cambios de escala y el Teorema de Discrecion
Instrumental

La matematica clasica describe los nimeros racionales (Q) y reales (R) como
conjuntos dotados de un orden denso: dados dos nimeros x e y con x < y, siempre
existe un nimero z tal que x < z < y. La construccién habitual es el punto medio z =

X+ . . . , .
Ty. De esta propiedad se sigue que, en Q y R, ningtin elemento tiene un predecesor o
sucesor inmediato.

Desde la perspectiva de la matematica operativa, esta propiedad merece una lectura
cuidadosa. Para que una magnitud pueda ser tratada como cantidad medible, debe
pertenecer a un espacio de estados instrumentados X, definido por una precision
racional declarada p > 0 (por ejemplo, p = 10™™, es decir, m decimales). En ese
espacio, los nimeros no son puntos abstractos, sino estados discretos separados por
la resolucién del instrumento. Dos niimeros x e y son adyacentes en la escala p si su
distancia es exactamente la resolucion: y — x = p.

Observemos qué ocurre cuando se aplica la féormula del punto medio a dos estados

a a+

: 1 .
adyacentes en la escala p. Si x = Tom € Y = Tgm SON consecutivos en la escala de m

. . 2a+1 : .
decimales, su promedio es z = T1om" Para que z perteneciera a la misma escala, 10™ -

, 1 .
z deberia ser entero, pero 10™ -z = a + P lo cual no es entero. En cambio, 10™*1 . z =
5(2a + 1), que si es entero.

Por tanto, z tiene exactamente m + 1 decimales. El punto medio no se encuentra
“entre” x e y dentro del mismo espacio instrumental. Lo que la operaciéon del punto
medio produce es un cambio de escala: se pasa de la precision p a una nueva
precision p' = p/2, lo que exige un nuevo presupuesto de recursos k' >k (més
memoria, mas tiempo, mas energia). Asi, la densidad del continuo, entendida como la
posibilidad de intercalar indefinidamente puntos sin coste, puede describirse como la
superposicion de cuadriculas de resolucion cada vez mas fina (2, U 2}/, UXp/4 ...),

suponiendo que el transito entre escalas no consume recursos. En nuestro marco, ese
transito siempre tiene un coste asociado.

Esta perspectiva ofrece una interpretacion distinta del conocido enunciado 0,999...=
1. En la matematica clasica, al considerar la expansiéon infinita como un objeto
completado, la diferencia se define como cero y ambos simbolos denotan el mismo
numero. En nuestro marco, sometido al Principio de Terminacién Ontolégica (PTO),
todo generador se ejecuta hasta una escala finita k que produce m decimales. El
estado instrumentado es q, = 0,99 ...9. La diferencia con el entero 1 es el residuo
m

e=10"" =p.

El residuo € no es cero: es una cantidad concreta, accesible a cualquier instrumento
calibrado a p, que ocupa un lugar en la memoria. Asi, 0,99 ...9 (con m nueves) y
1,00 ...0 (con m ceros) son dos estados instrumentados distintos y adyacentes en
la red discreta de precision p, separados por un residuo exacto de p. La igualdad
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clasica, en este enfoque, resulta de una operacién de paso al limite que prescinde del
residuo; no es una afirmacién falsa dentro de su marco, sino una afirmacién que
pertenece a otro nivel de abstraccidn.

Lo anterior nos permite formular el Teorema de Discrecion Instrumental como
principio rector de esta obra:

Todo espacio de estados instrumentados X, definido por una precision racional declarada p > 0, es un
conjunto estrictamente discreto. En X, todo elemento posee un predecesor inmediato (x — p) y un sucesor
inmediato (x + p). La nocién de “continuo denso” corresponde a una construccion que mezcla estados de
distintas escalas de precision sin explicitar el coste de los recursos (k) necesarios para pasar de una a otra. Si
un objeto matemdtico no posee un anterior y un posterior definidos en su escala, no es una cantidad
instrumentada, sino un generador (G) que aun no ha sido evaluado contra una precision.

De este modo, la imposibilidad de sefialar un anterior y un posterior en Q y R,
entendidos como totalidades completadas, no se interpreta como una propiedad
intrinseca de la naturaleza, sino como una indicacion de que tales conjuntos, asi
considerados, son catalogos abstractos de generadores potenciales, no dominios de
cantidades ya medidas.

7. Hacia una aritmética con referencia

Ignorar la diferencia entre la operacién y el resultado, y omitir las unidades como
tipos ontoldgicos, no es un simple descuido pedagogico. Es la raiz de malentendidos
epistemologicos profundos en la modelizacién cientifica. Es lo que permite que las
ecuaciones se conviertan en juegos de manipulacion simbdlica desconectados de la
realidad que pretenden describir.

La matematica operativa que este tomo desarrolla exige que cada cantidad lleve
explicita su genealogia, es decir, la terna (G, k, p) que la constituye:

1. El Generador (G): qué operacion o instrumento la produjo (la unidad, el tipo).
2. LaEscala (k): cuanto esfuerzo computacional o material se invirtio.
3. LaPrecision (p): cudl es el margen de incertidumbre del resultado.

: 30 3
Solo cuando entendemos que 2 + 2 = 4 es el registro de un evento, que 20 Y 5 son

procesos materiales distintos que convergen numéricamente, y que V2 es una
instrucciéon pendiente de ejecucion, dejamos de manipular simbolos sin referencia y
empezamos a operar con realidades finitas.

Con este fundamento epistemoldgico establecido, podemos emprender Ia
construccion de la aritmética finita.
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Capitulo 8: Los numeros naturales como secuencias finitas de
marcas

1. La pregunta fundacional
;Qué es el nimero 5?

La educacidon elemental ofrece una respuesta ostensiva: cinco es la cantidad de dedos
en una mano, o de piedras en cierta pila, o de marcas en un papel. Esta respuesta es
operativa y suficiente para la vida cotidiana.

La matematica clasica ofrece respuestas mas sofisticadas. En la tradicién cardinalista
de Frege (1884) y Russell (1903), 5 es la clase de equivalencia de todos los conjuntos
con cinco elementos. En la tradicién ordinalista de Von Neumann (1923), 5 es el
conjunto hereditariamente finito {0,1,2,3,4}. Ambas construcciones son auxiliares:
definen el nimero en términos de objetos conjuntistas preexistentes.

Ninguna de estas respuestas es satisfactoria desde la perspectiva operativa que este
tomo desarrolla. La respuesta ostensiva no generaliza. Las respuestas conjuntistas
reifican una totalidad y confunden el nimero con una construccién auxiliar.

La pregunta requiere una respuesta distinta: una respuesta que capture qué es un
numero natural en tanto objeto operable, construible, verificable.

2. El nimero natural como secuencia finita de aplicaciones

Un nimero natural no es un objeto estatico. Es el resultado de una secuencia finita
de aplicaciones de una regla.

La regla es simple: partiendo de un estado inicial (que llamaremos cero), aplicar
repetidamente una operacion de sucesion. Cada aplicacién produce un nuevo estado.
El nimero n es el estado alcanzado tras n aplicaciones de la regla de sucesion sobre el
cero.

Formalmente, un niimero natural es una estructura generativa definida por dos
clausulas:

e Estado base (el cero): el estado inicial, resultado de cero aplicaciones de la regla.

e Regla de transicion (el sucesor): la operacion que, dado un nimero natural n,
produce el nimero natural siguiente.

Esta estructura —un elemento distinguido y una operacion de sucesién— es, en su
forma, la axiomatica que Giuseppe Peano formulé en 1889. Lo que este libro afnade no
es la estructura misma, sino la insistencia en que ningin elemento de ella exige, ni
permite, la reificacion de la totalidad de sus resultados.

El nimero 5 es el resultado de aplicar cinco veces el sucesor sobre el cero. En notacién
funcional: S(S(S(S(5(0))))). Esta es su representacién canoénica; cualquier otra
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notacién (5, V, 101,) es una codificacién de esta estructura, con su propio generador
de decodificacion.

En términos de nuestra ontologia, el nimero 5 es el estado instrumentado (Gg, 5,0),
donde G es el generador del sucesor, k = 5 es el nimero de aplicaciones,yp = 0 es la
precision exacta (ausencia de incertidumbre instrumental, propia de la aritmética
discreta).

3. El infinito potencial, los nimeros inmensos y el criterio de
factibilidad técnica

La definicion generativa acepta lo que la tradicion aristotélica (Aristoteles, Fisica 111, 6)
y posteriormente Brouwer llamaron infinito potencial: la capacidad de aplicar la
regla de sucesion una vez mas, sin que exista un limite superior preestablecido en la
definicién misma.

Dado cualquier niimero natural n, siempre es posible construir S(n), que es otro
numero natural. No hay un «ultimo nimero natural» en la definiciéon. La regla es
potencialmente ilimitada.

Pero es crucial distinguir entre la capacidad de la regla y la totalidad de sus
resultados. La regla puede aplicarse indefinidamente (infinito potencial). Pero cada
resultado concreto es siempre una aplicacion finita de la regla (nunca infinito actual).

El caso de los nimeros inmensos: 10100

Consideremos el nimero 10°° (un googol). Es el resultado de aplicar la regla de
sucesor 10%° veces sobre el cero. Es una secuencia finita de marcas, aunque sea
inmensamente larga.

El hecho de que ningin ser humano pueda escribir explicitamente esa secuencia, y de
que exceda el niimero de particulas del universo observable (~ 108°), no la hace
ilegitima en principio. La ilegitimidad no esta en la longitud, sino en la ausencia de un
generador finito que la produzca. 10°° tiene generador (iteracién del sucesor, o
exponenciacion); un «nimero aleatorio no computable de 101°° digitos» no lo tiene, y
por tanto no es un nimero natural en nuestro sentido.

El criterio de realidad como factibilidad técnica computacional

Aqui es necesario introducir una distincion fundamental que la obra considera
esencial para evitar confusiones entre legitimidad l6gica y factibilidad empirica:

Terminacion légica vs. factibilidad técnica computacional.

El Principio de Terminaciéon Ontolégica exige que todo generador legitimo tenga un
camino de terminacion definido; no exige que ese camino sea ejecutable con los
recursos actuales. La distincion es analoga a la que media entre un algoritmo correcto
y un algoritmo factible: el PTO exige lo primero; la factibilidad es una cuestion
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empirica que depende del mundo fisico y de la tecnologia disponible en cada época
histérica.

Hoy en dia se pueden calcular en segundos cosas que antes podian llevar afios o
incluso ser consideradas imposibles en la practica. Cuando alguien construye un
algoritmo o féormula y luego intenta computarla, debe saber antes de empezar si es
fisicamente factible computar eso, o bien precisar antes de comenzar el tiempo
maximo o la cantidad maxima de iteraciones antes de dar por finalizado el calculo.

Para el ejemplo de 101%9, tal vez ahora es técnicamente muy complejo computarlo
explicitamente como secuencia unaria de marcas, pero dentro de 40 afios tal vez no lo
sea. Es decir, el algoritmo es finito, pero actualmente el tiempo de computo es
inmenso; en un futuro, con otra tecnologia, tal vez sea factible computarlo en un
tiempo razonable.

Aceptar el infinito potencial no significa postular una reserva inagotable de tiempo
c6smico, sino reconocer la invariancia operacional de la regla: dado cualquier estado
n, la instruccion S(n) es perfectamente coherente y ejecutable en principio. Un
nimero como 10!° es ontoldgicamente legitimo porque su generador es finito y
compacto, aunque su instanciacion explicita como secuencia unaria de marcas exceda
los atomos del universo observable. La matematica operativa no confunde la
viabilidad algoritmica de la regla con la disponibilidad material de espacio para su
despliegue fisico; lo que prohibe terminantemente es el salto metafisico que declara
completada una serie que por definicién carece de término.

El criterio de realidad en nuestro marco es, por tanto, la factibilidad técnica
computacional: un objeto matematico es real en la medida en que existe un
generador finito que lo produce, y su ejecucion es factible dentro de los recursos
(temporales, energéticos, materiales) disponibles en un momento histdrico dado. Este
criterio es dindmico: lo que hoy es infactible puede ser factible mafiana, sin que ello
altere la legitimidad ontolégica del generador.

4. El cero como ancla y el caso base de la recursion

El cero no es un nimero como los demas. Es el punto de anclaje de toda la aritmética.
Es el estado inicial desde el cual toda secuencia comienza.

En términos computacionales, el cero es el caso base de toda recursion sobre
numeros naturales. Cualquier operacidon recursiva sobre naturales debe, en algin
momento, alcanzar el cero y detenerse. Sin el cero como caso base, la recursién
careceria de fundamento y entraria en un bucle infinito.

El cero es también el punto donde la operaciéon de contar se ancla a la realidad fisica.
Contar es aplicar la regla de sucesion sobre el cero un numero finito de veces. El cero
es la ausencia de aplicaciones; es el silencio antes del conteo.
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5. La induccion como método de construccion de pruebas

La definicién generativa de los ndmeros naturales conlleva un principio de
verificacion: el principio de inducciéon matematica.

El principio establece que si una propiedad P se cumple para el cero, y si, cada vez que
se cumple para un nimero n, se cumple también para S(n), entonces P se cumple para
todo niimero natural.

Este principio no es un axioma arbitrario. Es una consecuencia directa de la definicién
generativa. Si los nimeros naturales son exactamente aquellos objetos que pueden
construirse mediante aplicaciones finitas del sucesor sobre el cero, entonces cualquier
propiedad que se preserve bajo el sucesor y se cumpla en el cero debe cumplirse para
todos ellos.

La induccion sin totalidad reificada

Es crucial precisar que la afirmaciéon de que una propiedad P se cumple «para todo
numero natural» no debe leerse como un inventario exhaustivo sobre un conjunto
infinito actual preexistente. En la matematica operativa, la proposicién universal es un
compromiso procedimental: la garantia de que si un interlocutor presenta cualquier
numero natural concreto n, el principio de induccién nos provee de un algoritmo
infalible para generar, en un nimero finito de pasos correspondientes a la genealogia
de n, la demostracion irrefutable de P(n).

La induccion es, por tanto, un esquema finito que genera pruebas bajo demanda,
no un escaneo de una totalidad inexistente. Esta lectura, que se remonta a Henri
Poincaré (La ciencia y la hipdtesis, 1902), quien defendié que la induccién matematica
es la manifestacion directa del poder de la mente para concebir la repeticién
indefinida de un mismo acto, sitia a la inducciéon como irreductible a la légica pura de
primer orden y la convierte en el corazoén del razonamiento matematico constructivo.

La universalidad del orden discreto: el puente hacia la medicion

Hemos establecido que los ndmeros naturales poseen un orden discreto: cada
numero n tiene un sucesor inmediato S(n) y, salvo el cero, un predecesor. No hay
elementos intermedios ni fracciones de marcas. Esta discrecion no constituye una
limitacién, sino una propiedad fundamental que asegura un anclaje fisico inequivoco
para todo conteo.

En los capitulos siguientes, al introducir las fracciones, los nimeros decimales y la
modelizacion de magnitudes fisicas, podria parecer natural abandonar este orden
discreto en favor de la densidad de los racionales o reales, como si entre 1,3 y 1,4
existieran infinitos puntos. Conviene adelantar que, desde nuestro enfoque, esa
imagen corresponde a una construccién que no se da en el dominio operativo.

En efecto, cuando un instrumento declara una precisiéon p (por ejemplo, p = 0,1), el
espacio de estados medibles adquiere una estructura isomorfa a la de los nimeros
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naturales: en esta escala y con esta precision p = 0,1, el sucesor de 1,3 es
estrictamente 1,4. La aparente densidad de los decimales solo aparece cuando se
cambia de escala (aumentando el numero de decimales y, con ello, el coste
computacional k) y se pasa a una red mas fina. No hay puntos intermedios dentro de
una misma escala.

Asi, en el dominio operativo, toda cantidad medible puede expresarse como un
numero natural multiplicado por una unidad de resolucién p. La discrecién que
hemos fundado para los nimeros naturales no desaparece al medir el mundo; se
proyecta sobre cada instrumento, garantizando que siempre exista un “anterior” y un
“posterior” bien definidos. Este sera el punto de partida para el tratamiento de
magnitudes en los préximos capitulos.

6. Hacia las operaciones aritméticas

Con los numeros naturales definidos como secuencias finitas de aplicaciones del
sucesor, estamos en posicion de definir las operaciones aritméticas fundamentales.

La suma, la multiplicaciéon, la exponenciacidén, la divisién con resto: todas ellas son
generadores que operan sobre numeros naturales y producen nuevos numeros
naturales. Cada una tiene su propia estructura recursiva, su propio caso base, su
propia garantia de terminacién.

Ejemplo breve de prueba como generador: La demostracion de que la suma es
asociativa ((a + b) + ¢ = a + (b + ¢)) es, en nuestro marco, un generador de pruebas
que toma tres nimeros naturales, recorre su estructura inductiva, y termina cuando
todos alcanzan el caso base cero. Su escala k es lineal en los operandos; su precision es
p = 0 (exacta, por tratarse de aritmética discreta).

En los capitulos siguientes desarrollaremos estas operaciones una por una, mostrando
como se construyen sobre el fundamento inductivo, como terminan siempre, y como
producen estados instrumentados verificables.

Pero antes de proceder, conviene recordar la leccién del capitulo anterior: cada
operacidon que definamos aqui puede usarse de dos modos legitimos. Puede usarse
para el analisis abstracto de propiedades numéricas (el estudio de la aritmética en
tanto disciplina formal). O puede usarse para la operacién matematica aplicada (el
modelado de magnitudes fisicas, econdmicas o sociales).

En el primer modo, los nimeros naturales son objetos de estudio: investigamos sus
propiedades, demostramos teoremas sobre su estructura, exploramos sus relaciones.
Este estudio es legitimo y valioso.

En el segundo modo, los nlimeros naturales son instrumentos de medicién y calculo:
los usamos para contar objetos, para calcular distancias, para estimar probabilidades.
En este modo, cada numero lleva implicita una unidad, una escala y una precisiéon. Y
confundir el nimero abstracto con la magnitud concreta es fuente de errores que
conviene evitar.
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Con esta doble perspectiva establecida, podemos emprender la construccién de las
operaciones aritméticas sobre el fundamento sélido de los nimeros naturales como
secuencias finitas de marcas.
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Capitulo 9: Las operaciones aritméticas, la geometria del
desplazamiento y la génesis de las fracciones

1. La aritmética como resolucion de preguntas

En los capitulos anteriores establecimos que un nimero natural no es un objeto
estatico suspendido en un dominio platénico, sino el estado instrumentado resultante
de aplicar la regla del sucesor un nimero finito de veces. Establecimos también que
cada cantidad lleva explicita su genealogia mediante la terna (G, k, p): el generador
que la produjo, la escala de recursos computacionales invertidos, y la precision
alcanzada.

Pero la aritmética no es solamente una ontologia de los niimeros; es, ante todo, un
arte de formular preguntas y producir respuestas verificables. Cada operacién
aritmética nace de una necesidad concreta de modelar el mundo: repartir alimentos,
medir terrenos, calcular trayectorias, estimar diferencias. Separar las operaciones de
las preguntas que las originan es el primer paso hacia una matematica desconectada
de la realidad que pretende describir.

Por ello, en este capitulo someteremos cada operacion a cuatro preguntas
sistematicas: 1. ;Qué pregunta material intenta responder esta operacion? 2.
. Qué significado ontoldgico tiene el resultado que produce? 3. ;En qué unidades
se formula la pregunta y en qué unidades se entrega la respuesta? 4. ;Qué
ocurre cuando la operacion encuentra un limite (un residuo, un cambio de
orientacion, una saturacion de memoria)?

Nota sobre la escala k. A lo largo de este capitulo, cuando hablemos de la escala k de
una operacion, nos referiremos al esfuerzo computacional requerido para ejecutarla.
Este esfuerzo depende de la representacién elegida: contar con marcas unarias (como
piedras o rayas en un papel) exige un esfuerzo proporcional a la magnitud del
numero; contar con notaciéon posicional (como nuestro sistema decimal) reduce
drasticamente ese esfuerzo. La matematica operativa no impone una representacion
unica; reconoce que distintas representaciones ofrecen distintos perfiles de costo, y
que optimizar la representaciéon sin alterar el resultado es una practica legitima.
Cuando sea relevante, sefialaremos estas diferencias; cuando no, hablaremos
simplemente del costo de la operacion.

2. La suma: la fisica de la concatenacion

2.1. Definicion recursiva

La suma de dos numeros naturales a y b se define mediante una regla recursiva sobre
el segundo argumento. Esta formulacién, anclada en la tradiciéon de la Aritmética
Recursiva Primitiva formalizada por Thoralf Skolem en 1923, se estructura en dos
clausulas:
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. Caso base: Sumar cero a un numero a es no aplicar ninguna transformacion
adicional. El resultado es a mismo.

e Paso recursivo: Sumar el sucesor de b a un nimero a equivale a sumar b a a, y
luego aplicar una vez mas la regla del sucesor al resultado.

La garantia de terminaciéon (el PTO) proviene de la estructura misma del segundo
argumento: dado que b es el resultado de un numero finito de aplicaciones del
sucesor, la recursion debe agotarse inevitablemente al alcanzar el caso base.

2.2. La pregunta que la suma responde

La suma responde a una pregunta material muy concreta:

Pregunta: Si dispongo de la magnitud A y le agrego la magnitud B, équé magnitud total alcanzo?

El significado del resultado es una acumulacion: la magnitud total presente tras la
reunion de ambas colecciones o procesos.

Cuando la suma se aplica a magnitudes fisicas tipadas (por ejemplo, 3 metros +
5 metros), las unidades deben coincidir. La operacién exige compatibilidad de tipos
ontolégicos: no se pueden sumar metros con segundos, porque estariamos
componiendo generadores de naturalezas incompatibles. El resultado hereda la
unidad de los operandos.

2.3. Tabla semantica de la suma

Aspecto Contenido

Pregunta Si a la magnitud A le agrego B, ;qué total obtengo?

Significado Acumulacion, reunion de colecciones o procesos.

Unidades Las mismas que los operandos (exige compatibilidad de tipos).

Escala k Proporcional al segundo operando (unario) o a su longitud (posicional).
Precision p 0 (exacta para naturales).

3. La multiplicacion: iteracion anidada y escalamiento

3.1. Definicion recursiva
Si la suma es la concatenacién de marcas, la multiplicacion es la iteracion de la suma.

e Caso base: Multiplicar cualquier nimero por cero es interrumpir el proceso de
iteracion antes de que comience, entregando el cero como resultado.

e Paso recursivo: Multiplicar a por el sucesor de b equivale a sumar a al resultado
de multiplicar a por b.

3.2. La pregunta que la multiplicacion responde

La multiplicaciéon responde a preguntas de escalado y replicacion:
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Pregunta: Si dispongo de A grupos, cada uno con B unidades, ¢écual es la magnitud acumulada?

0, equivalentemente: si una magnitud se replica B veces, ;jcual es la magnitud
acumulada? El resultado expresa una cantidad total, pero su genealogia es distinta de
la de la suma: lleva implicita una estructura de grupos.

3.3. Crecimiento de la escala k

La escala de la multiplicacién crece significativamente respecto a la suma. En la
definicion recursiva directa, cada una de las b iteraciones exige internamente una
suma con escala proporcional a a, por lo que el costo total es proporcional al producto
de ambos operandos.

Existen, no obstante, algoritmos de multiplicacion mas eficientes que la iteraciéon
ingenua, que reducen sustancialmente el costo computacional sin alterar el resultado
ni su significado. La aritmética operativa da la bienvenida a estas optimizaciones como
refactorizaciones legitimas del mismo generador: preservan la co-convergencia del
resultado y reducen la escala k efectiva.

La exponenciacidn, a su vez, es la iteracion de la multiplicacidn, y su escala crece ain
mas rapido. En la matematica operativa, este crecimiento no es una mera curiosidad
tedrica: es una restriccion fisica sobre lo que podemos computar en el universo,
acotando nuestra capacidad de actualizacién ontoldgica.

3.4. Tabla semantica de la multiplicacion

Aspecto Contenido
Pregunta Si tengo A grupos de B unidades, ;cuantas unidades hay en total?
Significado Escalamiento, replicacién, acumulacién estructurada.
. Producto de las unidades de los operandos (metros x segundos =
Unidades
metro-segundo).
Escala k Proporcional al producto de los operandos (ingenua) o inferior
(optimizada).
Precision
p 0 (exacta para naturales).

4. Los enteros: la geometria del desplazamiento dirigido

4.1. Mas alla de la deuda: el numero como vector unidimensional

En la educacion elemental, los numeros negativos suelen introducirse mediante la
metafora de la “deuda” o el “déficit”: si tengo 3 manzanas y debo 5, me “faltan” 2. Esta
metafora, que encuentra sus raices en tradiciones algebraicas como la del
Brahmasphutasiddhanta de Brahmagupta (siglo VII), es util para transacciones
comerciales, pero resulta conceptualmente pobre y fisicamente engafiosa cuando
intentamos modelar el mundo natural.
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En la fisica geométrica y en la cinematica, el signo negativo no denota una ausencia ni
una carencia. Denota una orientacion, una direccion espacial, una fase opuesta o una
inversion de simetria. Un vector que apunta a la izquierda no es “menos vector” que
uno que apunta a la derecha; simplemente posee una orientacidon inversa respecto a
un eje de referencia.

En la matematica operativa, abandonamos la metafora del déficit como fundamento
ontolégico y adoptamos la ontologia del Desplazamiento Dirigido. Un nuimero
entero no es una “cantidad negativa” (una contradicciéon en términos si por cantidad
entendemos magnitud escalar absoluta). Un niimero entero es el registro de una
trayectoria discreta sobre una rejilla unidimensional.

4.2. El cero como origen y la recta como espacio de estados

Bajo esta luz, el cero (0) deja de ser la “ausencia de marcas” o la “canasta vacia”. El
cero es el Origen, el estado de identidad, el eje de simetria desde el cual se miden las
orientaciones.

La “recta numérica” clasica, concebida como un continuo platénico preexistente
poblado de puntos infinitos, se disuelve. En su lugar, nuestra ontologia define la recta
como el espacio de estados alcanzables mediante la aplicacién sucesiva de dos
operadores inversos: el paso positivo (5, ) y el paso negativo (S_).

¢ Un numero entero +n es el estado instrumentado resultante de aplicar n veces el
operador S, desde el origen.

e Unnumero entero —n es el estado resultante de aplicar n veces el operador S_.

Ambos son generadores finitos, ambos terminan (cumplen el PTO), y ambos son
magnitudes absolutas (n) dotadas de una firma de orientacion (+ o —).

Como el desplazamiento de magnitud nula conecta el origen consigo mismo, el cero es
el Unico estado invariante bajo el operador de reflexion: aplicar una inversién de
sentido al origen no altera el estado (S_(0) = S, (0) = 0). Las orientaciones positiva y
negativa solo emergen cuando la magnitud del desplazamiento es estrictamente
mayor que cero.

Formalmente, el estado instrumentado de un entero se define como el par (o,n),
donde o € {+,—} es la firma de orientaciéon y n € N es la magnitud absoluta, con
precision p = 0.

4.3. Las preguntas fundamentales de la aritmética orientada

Al redefinir los enteros como desplazamientos dirigidos, las preguntas que formulan
las operaciones aritméticas cambian radicalmente, abandonando la légica de la
“extraccion” y adoptando la l6gica de la composicion de trayectorias.

La Suma: Composicion de Desplazamientos

La suma de dos enteros responde a una pregunta cinematica pura:
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Pregunta: Si parto del origen (o de un estado dado), aplico el desplazamiento A y, a continuacién, aplico el
desplazamiento B, écual es mi desplazamiento neto resultante?

El resultado no es una “acumulaciéon de deudas”. El resultado es el vector anico que
conecta el punto de partida con el punto final de la trayectoria compuesta.

e Suma de dos positivos (+a + +b): Dos pasos en la misma orientacién. El
resultado es un desplazamiento mayor en esa misma direccion.

e Suma de dos negativos (—a + —b): Dos pasos en la orientacidn inversa. El
resultado es un desplazamiento mayor en la direccién inversa.

¢ Suma de orientaciones opuestas (+a + —b): Un paso en una direccion seguido
de un paso en la direccién contraria. El resultado es la cancelacién parcial o
total de las trayectorias. Si a > b, el desplazamiento neto conserva la orientaciéon
positiva con magnitud a — b. Si a < b, el desplazamiento neto cruza el origen y
adopta la orientacidén negativa con magnitud b — a. Si a = b, las trayectorias se
anulan mutuamente y el sistema regresa al estado de identidad (0).

La Sustraccion: Inversion de Trayectoria y Navegacion

La sustraccion ya no se pregunta “qué me falta” o “qué me sobra”. La sustracciéon
responde a la pregunta de la navegacion:

Pregunta: Si me encuentro en el estado A y deseo alcanzar el estado B, équé desplazamiento dirigido debo
aplicar para llegar alli?

Matematicamente, restar B es idéntico a sumar el inverso de B (reflejar el vector B a
través del origen y componerlo con 4).

Ejemplo: Si estoy en +3 y quiero llegar a —5, la pregunta es: ;qué desplazamiento me
lleva de +3 a —57 La respuesta es un desplazamiento de magnitud 8 con orientacién
negativa (—8). He cruzado el origen. La operacion termina, entrega un estado explicito
y cumple el PTO sin invocar “cantidades negativas de objetos”.

La Multiplicacion: Escalamiento y Reflexién

La multiplicacidn de enteros responde a la pregunta de la transformacion geométrica:

Pregunta: Si tengo un desplazamiento 4, y lo replico (o lo invierto) B veces, écual es el resultado?

e Multiplicar por un positivo: Es un escalamiento. Replicar el desplazamiento A
manteniendo su orientacion original.

e Multiplicar por un negativo: Es un escalamiento acompafado de una reflexiéon
a través del origen.

e Laregla de los signos (—a) X (—b) = +ab: Ya no es una convencién algebraica
arbitraria ni un truco contable. Es una consecuencia geométrica ineludible:
aplicar una reflexion (invertir la orientacién) sobre un vector que ya estaba
reflejado restituye la orientacién positiva original. Es la doble inversion de la
simetria.
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4.4. Interpretaciones disciplinares

Nuestra formulaciéon epistemolégica presenta el signo como direccion de la
operacion, lo que implica un resultado vectorial preciso. Por supuesto, cada disciplina
aplicada interpreta este vector segin su propio dominio:

e« En economia o contabilidad: La orientacién negativa se interpreta como deuda
o flujo de salida.

e En fisica cinematica: Se interpreta como direccion espacial (izquierda/derecha,
arriba/abajo).

e En electromagnetismo: Se interpreta como polaridad de carga o diferencia de
potencial.

La matematica operativa no impone la metafora de la deuda como la “verdadera”
naturaleza del nimero negativo. La ontologia fundamental es puramente cinematica
(composiciéon de vectores 1D). Las interpretaciones disciplinares son semdnticas
aplicadas que se superponen a esta estructura vectorial pura, evitando asi la
reificacion de la “ausencia” como si fuera una sustancia.

4.5. Tabla semantica de los Enteros

Aspecto Contenido
Naturaleza del Vector unidimensional / Desplazamiento dirigido desde un
objeto origen.
El Cero (0) El Origen. El operador identidad. El eje de simetria.

Si compongo la trayectoria A y luego la B, ;cual es el vector

Pregunta de la Suma resultante?

Pregunta de la Resta Estando en 4, ;qué vector debo aplicar para alcanzar B?

Significado del signo Orientacidn espacial/temporal respecto al origen.

(#)
Unidades Magnitudes Orientadas (.e]. metros respecto a un origen,
velocidad en 1D).
Escala k Proporcional a la magnitud absoluta del desplazamiento
resultante.
Precision p 0 (exacta en dominios discretos).

5. La division con resto: el corazdon de la aritmética finita

5.1. La pregunta que la division responde

La division responde a una pregunta de reparto:

Pregunta: Si dispongo de A unidades y debo repartirlas equitativamente entre B receptores, écuantas
unidades tocan a cada receptor y cuantas sobran sin repartir?
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Obsérvese que la pregunta tiene dos partes: cuantas unidades tocan a cada uno, y
cuantas sobran. La respuesta es, por tanto, un par de naturales:

A+~B=(q,r) donde A=q-B+r, 0<r<B

Esta es la verdadera divisién en el dominio de los naturales: la division con resto, ya
presente en los Elementos de Euclides (Libro VII, Proposiciones 1-2).

5.2. La inexistencia de la division exacta como objeto primitivo

En la matematica clasica, se ensefia que 10 + 3 produce un “decimal infinito” o
“periodico” (3,333...). Esta presentacion es, en nuestro marco, una extension
sintactica que trasciende el dominio de los naturales hacia el de las expansiones
decimales.

En la matemadtica operativa sobre naturales, la division exacta no existe como
generador total. Lo que existe es la divisidn con resto, que siempre termina porque el
resto esta estrictamente acotado por el divisor B. La divisiéon con resto produce un par
(q,7) que registra cuantas veces cabe el divisor en el dividendo y qué residuo material
sobra tras el reparto.

5.3. Recursion bien fundada vs. recursion primitiva

Es importante sefialar que la divisién con resto no se define por recursiéon primitiva
sobre la estructura del nimero (como la suma y la multiplicacién), sino por recursion
bien fundada sobre el orden estricto < de los naturales.

En el algoritmo de division por sustracciones repetidas, el argumento que disminuye
en cada paso es el dividendo restante (la cantidad ain por repartir), hasta que cae
por debajo del divisor. En ese momento, y solo en ese momento, ese valor final recibe
el nombre de residuo.

Esta recursion mas general sigue cumpliendo el PTO, porque el orden < sobre los
naturales es bien fundado: toda cadena descendente es finita. Nuestro marco
operativo acepta esta recursion bien fundada, ampliando asi el repertorio de
generadores legitimos mas alla de la recursion primitiva simple.

5.4. Tabla semantica de la division con resto

Aspecto Contenido
Pregunta Sireparto A entre B, ;jcuanto toca a cada uno y cuanto sobra?
Significado del . , .
Cociente (cuantas veces cabe) y residuo é sobra).
resultado (cu M )y uo (qu )
. El cociente tiene unidades U, /Uj (€j. panes/persona); el
Unidades v es Un/Up (e} panes/p )
residuo tiene unidades Uy.
Proporcional al cociente (sustraccion repetida) o al logaritmo
Escala k . i,
del dividendo (division larga).
Precision p 0 (exacta: el residuo es exacto).
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Tipo del resultado Par(q,7)con 0 < r < B.

6. Las fracciones: la suspension del reparto

6.1. La fraccion como generador suspendido

Cuando la divisién con resto no es suficiente —cuando necesitamos preservar la
informacion del residuo para operaciones futuras o para modelar un reparto fisico
que adn no se ha ejecutado— introducimos las fracciones.

Una fraccién no es un “nimero racional” en el sentido de un punto geométrico en la
recta real. Una fraccion es un par ordenado de naturales {(a, b) con b > 0. Este par
no es un valor estatico; es la instrucciéon o el generador de repartir a unidades entre
b receptores.

En términos de la terna (G, k, p): la fraccién es un generador G cuyos componentes a y
b son naturales con precisiéon exacta (p = 0), pero cuya ejecucion como reparto
efectivo aln no ha sido instanciada. La escala k del reparto permanece indeterminada
hasta que un agente decide ejecutar la operacion.

6.2. La equivalencia como co-convergencia verificable
¢Cuando dos fracciones (a, b) y {c, d) son “equivalentes”?

En nuestro sistema, la regla a - d = b - ¢ no define una “clase de equivalencia” como
objeto completado (lo cual violaria el ANR al reificar una totalidad de generadores). Es
un generador de verificacion que, ejecutado en tiempo finito (dos multiplicaciones y
una comparacion), certifica que ambas instrucciones de reparto, de ser ejecutadas,
producirian resultados numéricos indistinguibles.

Es una verificacidon de co-convergencia extensional, no de identidad intensional. Los
generadores siguen siendo distintos; lo que se certifica es que sus resultados, bajo
cualquier precision, seran indistinguibles.

6.3. Composicion de generadores suspendidos

Las fracciones pueden componerse. La suma de (a,b) y (c,d) produce un nuevo
generador (a-d + b - c,b - d) que preserva la garantia de terminacion ontoldgica. Esta
composiciéon no es una operacion sobre puntos de la recta; es la construccion de un
nuevo generador que coordina dos instrucciones de reparto en una sola.

6.4. El algoritmo de Euclides: la optimizacion del generador

El algoritmo de Euclides para encontrar el maximo comun divisor (MCD) es la
herramienta que nos permite simplificar una fraccion.

Simplificar no es “revelar la verdadera esencia platénica del numero racional”.
Simplificar es optimizar el generador: encontrar la instruccién de menor costo
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computacional y material que pertenece a la misma clase de co-convergencia. Pasar de
(30,20) a (3,2) es reducir la escala k y el costo material de la operacion, preservando
intacta su semantica de reparto.

La escala del algoritmo de Euclides es logaritmica en la magnitud de los operandos, lo
que lo convierte en uno de los algoritmos mas elegantes de la aritmética, y en un
ejemplo paradigmatico de refactorizado certificado.

6.5. Tabla semantica de las fracciones

Aspecto Contenido
Pregunta | Sireparto A entre B, ;qué instruccion de reparto resulta?
Significado Instruccién suspendida de reparto.
Unidades Las mismas que el dividendo, por receptor.
Escala k Indeterminada (depende de la ejecucion).
Precision p 0 sobre los componentes a, b.
Tipo Par ordenado (a, b) con b > 0.

7. El Teorema del Ciclo de Residuos y la certificacion de
periodicidad

7.1. El problema de la expansion decimal

Cuando un agente decide ejecutar la instrucciéon de reparto (a,b) en el sistema
decimal —es decir, cuando intenta expresar la fraccién como una secuencia de digitos
decimales— lo que hace es aplicar la division larga recursivamente sobre los residuos,
cambiando sistematicamente la unidad de medida.

El cambio de métrica, en términos operacionales, consiste en multiplicar el residuo
por 10 en cada paso. Dado un residuo r;, el siguiente digito decimal es g;,; = |10 -
1;/b], y el nuevo residuo es r;;; = (10 - r;)modb. El estado interno del algoritmo en
cada paso es precisamente el residuo r;.

Ejemplo: Tomemos (1,3). El residuo inicial es 1. Al cambiarlo a décimas, multiplicamos
por 10 y obtenemos 10; dividimos 10 entre 3, lo que da 3 y deja residuo 1. Al cambiar
a centésimas, volvemos a multiplicar por 10, obtenemos 10, y el ciclo se repite.

7.2. La finitud de la memoria interna y el Principio del Palomar

El residuo r; esta estrictamente acotado: 0 < r; < b. Esto significa que el espacio de
estados posibles para la memoria del algoritmo es estrictamente finito: a lo sumo b
estados distintos.

Por el principio del palomar —un principio combinatorio conocido informalmente
desde la antigliedad, pero sistematizado como herramienta demostrativa por Peter
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Gustav Lejeune Dirichlet en sus trabajos de 1834 y 1842—, si se distribuyen n objetos
en m cajas con n > m, al menos una caja contiene mas de un objeto.

Aplicado a nuestro contexto: si el algoritmo ejecuta mas de b pasos sin que el residuo
se anule, algin residuo debe repetirse inevitablemente. Como el algoritmo es
determinista, cuando el residuo se repite, la secuencia de digitos también se repite a
partir de ese punto.

Enunciado del Teorema del Ciclo de Residuos: Dada una fraccién {(a, b) con b > 0,
la expansion decimal producida por la division larga entra en un ciclo de longitud a lo
sumo b — 1 tras un anteperiodo finito.

7.3. Resolucion del PTO: La certificacion finita de periodicidad

Aqui debemos ser rigurosos para no violar el Principio de Terminacién Ontoldgica
(PTO). Un generador que entra en un bucle infinito ciego y “permanece en él”
consumiendo energia sin fin es un sumidero termodinamico inaceptable en nuestro
marco.

Sabiendo, por el argumento del palomar, que la repeticion de un residuo es
matematicamente inevitable dentro de una cota conocida de antemano (a lo sumo b
pasos), podemos disefiar un meta-algoritmo de deteccion de ciclos que aproveche
esta garantia. Este meta-algoritmo lleva un registro de los residuos visitados. En el
momento en que detecta la reaparicion de un residuo ya registrado, el generador se
detiene y termina fuertemente.

El estado instrumentado que entrega no es una “secuencia infinita”, sino un
descriptor finito cerrado: el par (anteperiodo,periodo). Toda la informacién
estructural del nimero queda exhaustivamente capturada en ese estado finito. La
nocion de “expansion infinita de cifras” es meramente el despliegue potencial, bajo
demanda, de ese descriptor ciclico ya concluido.

Es fundamental disipar un posible malentendido: la terminacion de este meta-
algoritmo no equivale a un programa informatico atrapado en un bucle ciego infinito.
En la matematica operativa, cuando el algoritmo de division detecta la reaparicion de
un residuo (lo cual ocurre forzosamente en k < b pasos), el generador se detiene
epistemoldgicamente y emite un descriptor finito exacto. La operacion entrega un
estado explicito y completo en tiempo finito, cumpliendo estrictamente el PTO sin
requerir un computo infinito.

7.4. La terna (G, k, p) en el desarrollo decimal
Cada desarrollo decimal truncado a n cifras es un estado instrumentado completo:
(GdiV'k =np= 10—71)

donde: - Gg;y es el algoritmo de division larga con memoria de residuos. - k = n es el
numero de pasos de division ejecutados. - p = 107" es la precision alcanzada,
explicitamente acotada.
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La fracciéon no oculta ningdn infinito. Contiene una regla finita que cicla sobre su
propio residuo, y esta periodicidad es detectable y certificable en tiempo finito.

7.5. Consecuencia fisica del teorema

Este teorema tiene una consecuencia inmediata para la fisica de la medicién: ningin
instrumento de medicion con memoria finita puede producir una expansion
decimal infinita no periddica, porque su espacio de estados internos es finito.

La distincién entre racionales e irracionales, en el dominio operativo, no es una
distincién entre nimeros de distinta naturaleza ontolégica, sino entre generadores
que pueden estabilizarse en un ciclo (fracciones) y generadores cuyo estado
interno crece con la precision (irracionales).

7.6. Tabla semantica del desarrollo decimal

Aspecto Contenido
Pregunta Si ejecuto la fraccidn (a, b) en decimal, ;qué digitos obtengo?
Significado Cambio sistematico de la unidad de medida (métrica).
Unidades Subunidades decimales (décimas, centésimas, etc.).
Escala k Numero de digitos calculados (o pasos hasta deteccion de ciclo).
Precision p 107% (o0 exacta si se detecta el ciclo completo).
Periodicidad Garantizada por el principio del palomar (longitud < b — 1).

8. Hacia la crisis del continuo

Hemos visto que los generadores derivados de fracciones (divisiones enteras) deben
entrar en ciclos debido a la finitud de sus residuos. El espacio de estados del algoritmo
de division larga es estrictamente finito, y esta finitud impone la periodicidad como
destino inevitable. En este caso, el PTO se satisface por agotamiento del espacio de
estados: el generador se detiene porque no puede sino repetirse.

Pero, ;qué ocurre cuando el generador no opera sobre divisiones enteras, sino sobre
aproximaciones geométricas sucesivas, como la diagonal de un cuadrado (v2)? ;Por
qué esos generadores no pueden entrar en ciclos de residuos?

La respuesta a esta pregunta —que anticipamos aqui y desarrollaremos en el préximo
capitulo— reside en una diferencia estructural profunda: los generadores irracionales
no operan sobre residuos acotados, sino sobre aproximaciones racionales
sucesivas que reducen el error de manera monétona. Su estado interno crece con
la precision, y no pueden estabilizarse en un ciclo periodico.

Esto significa que, para los generadores irracionales, el PTO debera satisfacerse por
un mecanismo estructuralmente distinto: no por agotamiento de un espacio de
estados finito, sino por terminacion acotada por la escala k elegida por el agente.
Este mecanismo, ya introducido en el Tomo I, consiste en que el agente fija de
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antemano cudnta precisiéon requiere, y el generador termina cuando alcanza esa
precision, entregando un estado instrumentado con error acotado.

Esta observacién nos obliga a abandonar la aritmética de lo discreto y a enfrentar, en
el proximo capitulo, la cuestién del continuo y la verdadera naturaleza de la recta
como instrumento de medicion.

9. Cierre: El agotamiento de la memoria y el umbral de lo continuo

Hemos recorrido el camino de la aritmética finita no como un catalogo de verdades
eternas suspendidas en un cielo platénico, sino como un inventario de preguntas
materiales y sus respuestas ejecutables. Hemos visto que sumar es concatenar, que
multiplicar es escalar, que restar es navegar entre orientaciones, y que dividir es
repartir hasta que el residuo material dicta su limite.

Hemos despojado a los nimeros de su aura mistica. Los enteros no son deudas ni
fortunas, sino trayectorias dirigidas sobre una rejilla. Las fracciones no son puntos en
una recta fantasmagorica, sino instrucciones de reparto suspendidas, a la espera de
que un agente fisico decida invertir los recursos (k) necesarios para ejecutarlas.

Y en el climax de este recorrido, el Teorema del Ciclo de Residuos nos ha revelado el
secreto mas profundo de la aritmética racional: la periodicidad no es una propiedad
magica de los nimeros, sino el suspiro de agotamiento de una memoria finita. Cuando
el autébmata que calcula ha visitado todos los estados posibles de su residuo, no le
queda mas remedio que repetirse. El ciclo es la firma termodindmica de un sistema
que ha saturado su capacidad de informacién interna.

Pero esta revelacion nos deja en el umbral de un abismo conceptual. Si la periodicidad
es la consecuencia inevitable de operar con una memoria de estados finitos... ;qué
ocurre cuando nos enfrentamos a magnitudes que exigen un generador cuya memoria
interna nunca se satura, que nunca repite un estado, que no puede ser capturado por
ningun ciclo de residuos?

;Qué ocurre cuando la instruccién de reparto o la aproximacion geométrica (como la
diagonal de un cuadrado de lado 1) nos obliga a cambiar la métrica una y otra vez, y el
generador avanza reduciendo el error, pero su estado interno crece sin encontrar
jamas un palomar donde descansar?

La matematica clasica llama a estos generadores “ntimeros irracionales” y los reifica
como puntos que llenan los “huecos” de una recta continua. Nosotros, fieles al Axioma
de No-Reificacion, sabemos que no hay huecos que llenar ni rectas preexistentes. Pero
sabemos también que nuestros instrumentos de medicién y nuestros algoritmos de
aproximacion se topan, en la practica, con generadores que no ciclan.

El proximo capitulo, que servira como cierre de este Tomo II, enfrentara esta crisis.
Dejaremos atras la aritmética de los residuos finitos para adentrarnos en la falacia
del continuo. Descubriremos que la recta numérica no es un territorio, sino un
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instrumento, y que lo que la tradiciéon llama “el continuo real” es, en realidad, la
frontera donde la memoria finita de nuestros generadores colapsa y nos obliga a
redefinir qué significa medir el mundo.

Apéndice Operacional: Gramatica y Tipologia Minima

Para cerrar este capitulo con rigor fundacional, presentamos las definiciones
operacionales que sostienen la aritmética de generadores.

1. Definicion de Regla Generadora (G)

Una regla generadora es una especificacion finita de un proceso de reescritura o
transicion de estados sobre una representacién simbdlica, dotada de una semantica de
tipos y una métrica de coste k. No es un objeto matematico estatico, sino una
instruccién que, al ejecutarse con recursos finitos, produce un estado instrumentado.

2. Tipologia Operacional Minima

Un tipo ontoldgico es la firma que declara la naturaleza de la magnitud que un
generador produce. Los tipos ontolégicos pueden ser:

e Magnitudes escalares asociadas a una unidad (como “metros” o “segundos”).

e Magnitudes vectoriales unidimensionales con orientacion (como
“desplazamiento en metros hacia la derecha” o “hacia la izquierda”).

e Tipos compuestos que surgen de combinar dos tipos anteriores mediante
operaciones (como “metros por segundo”, que surge de dividir una magnitud de
longitud por una de tiempo).

La compatibilidad de tipos ontoldgicos se rige por reglas simples: - Suma y resta:
Exigen tipos idénticos. No se pueden sumar escalares con vectores, ni metros con
segundos. - Multiplicacion y division: Sintetizan tipos compuestos. Por ejemplo,
dividir metros entre segundos produce un tipo compuesto “metros por segundo”
(velocidad).

3. Propagacion de la Precision (p)

La precisiéon p es una cota superior del error admisible. Al componer estados
instrumentados, el error se propaga segun reglas estrictas que garantizan que el PTO
se mantenga en el mundo fisico:

o Suma y resta: El error absoluto del resultado es, en el peor caso, la suma de los
errores absolutos de los operandos.

e Producto: El error relativo se propaga aditivamente como aproximacién de
primer orden (valida cuando los errores son pequefios respecto a las magnitudes
de los operandos). Para errores relativos grandes, se requiere un analisis mas
cuidadoso que excede el alcance de este capitulo.
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¢ Generadores exactos (Naturales, Fracciones algebraicas): p = 0.

4. Co-convergencia

Dos generadores G; y G, son co-convergentes a precisién p si, al ejecutarlos hasta la
escala necesaria y comparar sus resultados, la diferencia entre los valores producidos
es estrictamente menor que p. Esta comparacién puede realizarse mediante un
generador auxiliar que ejecuta ambos generadores, resta sus resultados, y verifica que
el valor absoluto de la diferencia sea menor que p.

La co-convergencia es una relacién extensional: no implica identidad intensional de
los generadores. Dos generadores pueden ser intensionalmente distintos (tener
estructuras algoritmicas diferentes, costos diferentes, genealogias diferentes) y sin
embargo ser co-convergentes a toda precision, lo cual significa que producen
resultados indistinguibles.

La equivalencia algebraica de fracciones (a-d = b -c) es el caso particular de co-
convergencia donde p = 0 y la verificaciéon puede realizarse sin ejecutar la divisidn,
mediante operaciones puramente discretas sobre los componentes.
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Capitulo 10: La falacia del continuo y la recta como instrumento
de medicion

1. La recta: éterritorio o instrumento?

A lo largo de la historia del pensamiento matematico, la «recta» ha sido concebida
predominantemente bajo una metafora ontoldgica espacial: un territorio continuo, un
medio homogéneo y preexistente compuesto por una densidad infinita y no
numerable de puntos inextensos. En esta vision, formalizada a finales del siglo XIX por
la escuela de Weierstrass, Dedekind y Cantor, los nimeros reales son los habitantes
eternos de ese espacio; cada nimero posee un «lugar» asignado en la recta, esperando
a ser descubierto o sefialado por la mente matematica.

La matematica operativa propone una inversioén copernicana de esta imagen. La recta
no es un territorio ontolégico preexistente; la recta es un instrumento de medicion.

Para comprender esta distincion y evitar las ambigiiedades que han lastrado la
filosofia de la geometria, es indispensable fijar con rigor operativo los conceptos
fundamentales que articulan la medicién en nuestro marco:

e Instrumento: Un generador fisico o algoritmico calibrado que interacttia con un
sistema y produce estados instrumentados con una precisién certificada. Una
regla graduada, un reloj atémico o un algoritmo de divisién son instrumentos.

¢ Rejilla: El conjunto discreto de marcas producidas por un instrumento bajo una
unidad de medida dada. La rejilla no es un armazoén rigido ni una totalidad
infinita preexistente que se “revela”, sino un arbol potencial de subdivisiones que
se construye, marca por marca, en el mismo acto de medir.

o Resolucion: La distancia minima entre dos marcas consecutivas de la rejilla;
representa la menor variacién que el instrumento puede discriminar de manera
fiable en un estado dado.

e Precision (p): La cota superior de la incertidumbre admisible o del error
residual en la asignaciéon de un estado. En dominios continuos aproximados, se
expresa cominmente como una cota racional decreciente (p = 107" op = 27").

e Espacio de estados del generador: El conjunto de configuraciones internas
admisibles que la memoria del algoritmo o instrumento puede registrar entre
pasos sucesivos.

Bajo este marco, la recta no contiene puntos: produce marcas. No es un recipiente que
contenga cantidades; es una regla graduada cuya resolucién se actualiza en la medida
en que un agente fisico o computacional invierte recursos para refinar la escala.
Concebir la recta como un objeto estatico completado es el error fundacional que
llamamos la falacia del continuo.
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2. El re-escalamiento instrumental y la génesis del orden métrico

¢Qué ocurre cuando intentamos medir una longitud que «cae entre dos marcas» de
nuestra regla graduada?

En la fisica elemental, si un objeto mide mas de dos metros pero menos de tres, la
intuicion clasica afirma que el objeto «posee» una longitud real intrinseca oculta en el
vacio entre el 2 y el 3. En la matematica operativa, no postulamos entidades ocultas en
el vacio. Reconocemos simplemente que el instrumento, en su escala actual, ha
alcanzado el limite de su resolucion.

Para avanzar, el operador no escudrifia un espacio platénico: ejecuta un re-
escalamiento instrumental. (Empleamos este término en lugar de “cambio de
métrica” para evitar colisiones con el tensor métrico g, de la geometria diferencial y

la relatividad general).

Definicion operacional de Re-escalamiento Instrumental: Es la sustitucidon del generador de una unidad de
referencia u por un generador compuesto que subdivide dicha unidad en una base entera b de subunidades
congruentes, produciendo una nueva unidad de trabajo u' = u/b. En la aritmética decimal, la base de
particion es b = 10.

El re-escalamiento instrumental no es una introspeccién pasiva en el continuo; es una
operacion de division con resto aplicada iterativamente. La unidad original se reparte
en diez partes iguales (decimetros); si la magnitud vuelve a quedar comprendida
entre dos marcas de decimetros, el residuo activa un nuevo re-escalamiento a
centésimas (u” = u'/10), y asi sucesivamente.

Lo que geométricamente llamamos “re-escalamiento” no es sino la manifestacion
espacial de lo que en el Tomo I definimos como el aumento de la escala k de un
generador. La escala k de nuestra terna (G, k, p) mide con precisidon cuantos niveles de
re-escalamiento se han ejecutado. La precision p = b™* certifica la resolucién
alcanzada. La supuesta «continuidad» de la recta no es mas que la propiedad
procedimental de este generador: la capacidad potencial de aplicar la regla de
subdivision tantas veces como los recursos computacionales y energéticos del agente
lo permitan.

3. La huella del ciclo: los racionales en la rejilla

El Teorema del Ciclo de Residuos, demostrado en el capitulo anterior mediante el
principio del palomar de Dirichlet, cobra aqui toda su potencia geométrica.

Recordemos su nucleo operacional: cuando sometemos una fracciéon (a,b) a la
operacion de re-escalamiento decimal sistematico, el generador de la divisién larga
mantiene un estado interno determinado univocamente por el residuo r;. Puesto que
la aritmética modular exige que 0 <r; < b, el espacio de estados posibles de la
memoria esta confinado a un conjunto finito de cardinal a lo sumo b.
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Por tanto, al cabo de a lo sumo b pasos de refinamiento, el residuo debe repetirse. A
partir de esa colision de estados, la secuencia de digitos generada entra
inexorablemente en un bucle periodico.

Es crucial interpretar este fenémeno a la luz del Principio de Terminacién Ontoléogica
(PTO) para disipar cualquier apariencia de paradoja o de bucle infinito ciego: * La
expansion decimal de 1/3 no es un proceso que «no termina nunca» arrojando
infinitos treses a un vacio metafisico. * Bajo el PTO, cada consulta a escala k =n
termina estrictamente en tiempo finito entregando un estado instrumentado:
(Ggiv, k = n,p = 107"). * A nivel global, la regla Gg4;, alcanza en un nimero de pasos
k < b una terminacidon estacionaria: la certificaciéon formal de que el espacio de
estados se ha cerrado sobre si mismo. El generador se detiene epistemolégicamente y
emite un descriptor finito cerrado: la tupla exacta (anteperiodo, periodo).

La periodicidad de las fracciones es la firma indeleble de un generador cuya memoria
interna esta acotada por un divisor entero. En la rejilla instrumental, un nimero
racional no es un punto inmévil: es un generador ciclico que estabiliza su
informacién tras un ndmero finito de re-escalamientos. El “punto” en la recta es
simplemente la huella geométrica que deja este teorema cuando la memoria del
instrumento se satura.

4. La diagonal del cuadrado: un generador de refinamiento
indefinido

La geometria clasica plantea una crisis insoslayable a la aritmética de fracciones a
través del Teorema de Pitagoras. En la matematica operativa, la geometria no es el
estudio de un espacio pasivo poblado de objetos con longitudes exactas, sino la teoria
de los generadores de construccion espacial.

El «cuadrado de lado 1» no es un poligono ideal con propiedades metafisicas; es un
generador de trayectorias ortogonales que concatena cuatro segmentos unitarios
cerrando un ciclo. La «diagonal» no es una “longitud exacta” que “existe” en algin
sentido platdnico; es un generador derivado que mide la separacién métrica entre
dos vértices no adyacentes mediante operaciones de aproximacion sucesiva.

Cuando intentamos calibrar este generador contra la rejilla de los racionales,
descubrimos que ninguna fracciéon (a, b) puede satisfacer simultineamente la
condicion de compatibilidad geométrica. Traducido a nuestro marco: si ejecutamos
el generador de la diagonal y obtenemos una aproximacion racional a/b, al verificar la
condicién pitagérica (a/b)? = 2 con precisién p, siempre encontramos un error
residual que exige un nuevo refinamiento.

(Por qué ocurre esto? Porque el generador de la diagonal (por ejemplo, el método
babilénico) opera sobre un espacio de estados internos que no esta confinado por un
divisor entero fijo. A diferencia de la division larga, donde el residuo r; esta acotado

por b y por tanto debe ciclar, el generador de V2 produce pares (x,, p,,) donde: - x,, es
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una aproximacion racional cada vez mas precisa - p,, es la cota de error que decae
monoétonamente hacia cero

El numerador y denominador de x,, crecen indefinidamente mientras p,, se contrae.
No hay un “palomar” con casillas finitas donde el estado interno pueda colisionar
consigo mismo. Por eso este generador nunca entra en un ciclo periodico.

El error de la matematica clasica es tratar este generador como si produjera un
objeto completado (“el nimero v2”) que “tiene” una longitud exacta pero infinitos
decimales. Esto es una contradicciéon en los términos: si algo no tiene un ultimo
decimal, no puede tener una “longitud exacta” en el sentido de un objeto estatico y
determinado.

En nuestro marco, V2 es simplemente el nombre del generador:

1 2
B =3 ()
n

Cada ejecucion de este generador durante k pasos produce un estado instrumentado
(Gpap, k, pi) donde: - Gy, es el algoritmo babilénico - k es el numero de iteraciones
ejecutadas - py, es la precision alcanzada (el error residual certificado)

No hay “longitud exacta”. Hay aproximaciones instrumentadas con precision
declarada. La “infinitud” de V2 no es una propiedad de un objeto; es la capacidad
potencial del generador de seguir refinando la métrica si el agente decide invertir mas
recursos (k).

5. La disolucidn de la completitud y la falacia categorial

En el siglo XIX, Richard Dedekind formulé el axioma de completitud afirmando que si
todos los puntos de la recta se dividen en dos clases disjuntas, existe un inico punto
que produce esa cortadura. Mediante este postulado y las sucesiones de Cauchy, el
analisis clasico construyd el cuerpo de los nameros reales R.

Es necesario precisar la postura de la matematica operativa frente a este logro
monumental. Las cortaduras de Dedekind y las clases de equivalencia de Cauchy son,
dentro del dominio descriptivo y abstracto, una solucion elegante, rigurosa y de una
fertilidad demostrada. El desacuerdo de este libro no es con su rigor interno, sino con
la pretension de que describen la estructura ontolégica de la medicion fisica.

Cuando la fisica traslada acriticamente la completitud conjuntista al mundo natural,
incurre en una falacia categorial:

La Falacia Categorial del Continuo: Consiste en atribuir a una entidad las propiedades que pertenecen
exclusivamente a otra categoria ontoldgica; especificamente, tratar a un proceso recursivo de refinamiento
(un generador () como si fuera una entidad espacial completada (un punto geométrico). Es el error
gramatical de sustantivar el verbo: convertir la instruccién dividir(1, 3) en el sustantivo €1 nimero
1/3.
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Preguntar si la recta fisica esta «llena» o tiene «agujeros» presupone que la recta es un
recipiente material preexistente. Pero si la recta es un instrumento de graduacién
generado paso a paso por re-escalamiento, no tiene agujeros que tapar ni sustancia
que rellenar.

Esta intuicion nos emparenta con la tradiciéon de L.E.J. Brouwer, quien concibi6 el
continuo no como un conjunto de puntos, sino como un “medio de libertad” para la
construccion, y con Hermann Weyl, quien en Das Kontinuum advirtié sobre el abismo
entre la thoughtedness (la pensabilidad abstracta) y la intuicién continua. Sin
embargo, nuestra obra disciplina esa intuicion intuicionista mediante el presupuesto
computacional explicito (k,p) y el verificacionismo operacional de la fisica moderna
(Bridgman): una magnitud no es lo que “es” en el vacio, sino lo que el instrumento
certifica bajo una tolerancia declarada.

Esto no significa que toda pregunta sobre el comportamiento de las aproximaciones
sucesivas carezca de sentido. Queda una pregunta genuinamente operativa, distinta de
la metafisica que aqui hemos disuelto: dado un generador que produce aproximaciones
racionales cada vez mds finas, ;bajo qué condiciones existe una regla que certifique que
esas aproximaciones se estabilizan hacia un estado instrumentado bien definido? Esa
pregunta, despojada de la ilusién del «depdsito cosmico» de puntos preexistentes, es
precisamente la que abordaremos en el Tomo III.

6. El umbral del analisis computacional

Con la desmitificaciéon del continuo y la restitucién de la recta como instrumento
graduado, el Tomo II culmina su propdsito: asentar la aritmética finita sobre bases
operacionales estrictas, gobernadas por la terna (G, k, p), el Axioma de No-Reificacion
y el Principio de Terminacion Ontologica.

Esta clausura no mutila la matematica; abre las puertas hacia una reformulacién
honesta y constructiva de todo el analisis matematico, tarea que asumira el Tomo III:
Analisis Computacional y Fisica del Continuo.

Para ello, introduciremos el objeto matematico positivo que sustituye a la clase de
equivalencia de los nimeros reales: la Trayectoria de Refinamiento 7 = {(G, k;, p;)},
acompafiada de su Mdédulo de Convergencia. Un moédulo de convergencia es una
funcién explicita M (p) = k que, ante cualquier precision objetivo p demandada por un
instrumento, calcula el presupuesto de escala k necesario y suficiente para garantizar
que el error del generador sea estrictamente inferior a p.

Las nociones clasicas del calculo diferencial e integral, lejos de desvanecerse al
prescindir del continuo platonico, adquieren una claridad epistemoldgica y fisica
renovada:

Concepto Clasico Equivalente Operacional Instrumentado

Limite estatico Certificado de estabilidad: Relacion finita de coherencia

169




(limy_f(x) = L) donde, superada la escala M (p), las evaluaciones sucesivas no
fluctian mas alla del margen p.
N Mddulo de convergencia computable: La funcidn explicita
Continuidad M(p) = k que traduce tolerancias fisicas en presupuestos de
abstracta (e-6) p E . P P
calculo.
Derivada Cociente de diferencias finitas: Af /Ax evaluado a la escala
infinitesimal instrumental que el sensor fisico puede discriminar, con su
(df /dx) margen de error propagado.
Integral de Sumador finito instrumentado: Acumulacion discreta de
Riemann marcas que entrega un intervalo de incertidumbre p
(f f(x) dx) proporcional a la resolucion de la particiéon.

El paso de la aritmética finita al analisis computacional no requiere cruzar ningin
abismo ontoldgico hacia el infinito actual. Exige Unicamente perseverar en la
disciplina metodolégica que ha guiado cada pagina de este tomo: exigir que cada
afirmacion matematica declare su generador, rinda cuentas de su escala de computo y
certifique la precision con la que se compromete ante el mundo fisico.

Resumen del Tomo Il y Transicidn

En este segundo tomo hemos construido la aritmética desde su raiz fisica y
computacional: * En el Capitulo 7, disolvimos la ilusion del numero puro,
estableciendo la distincidn entre analisis formal y operacion aplicada, e introduciendo
las unidades como tipos ontolégicos. * En el Capitulo 8, erigimos los nimeros
naturales como secuencias finitas de marcas generadas por el constructor del sucesor,
anclando la inducciéon como método universal de verificacion finita. * En el Capitulo 9,
dotamos a las operaciones aritméticas de significado cinematico, redefinimos los
enteros como desplazamientos dirigidos (1D) sobre una rejilla de estados,
interpretamos las fracciones como la suspension formal del reparto y demostramos
que la periodicidad decimal es la huella estructural de una memoria finita acotada. *
Finalmente, en este Capitulo 10, hemos demostrado que el continuo clasico es una
idealizacién inoperante en el dominio fisico, originada por la reificacién de los
instrumentos de medicion.

La recta graduada, los numeros racionales y los algoritmos de aproximacién
cuadratica bastan para cimentar una ciencia natural rigurosa, libre de paradojas
infinitistas.

Con este instrumental forjado en la finitud y el rigor operativo, avanzamos hacia el
analisis del movimiento, la variacién y el cambio en el Tomo III.
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Tomo llI: Analisis Computacional

Capitulo 11: La continuidad como pacto computacional

1. El umbral del analisis: el pacto computacional

Al cerrar el Tomo I, dejamos atras la ilusidn del continuo platénico. Demostramos que
la recta numérica no es un territorio preexistente poblado de puntos estaticos, sino un
instrumento de medicién cuya resolucién se actualiza mediante operaciones de re-
escalamiento. Disolvimos la falacia categorial de tratar los generadores de
aproximacion como si fueran objetos completados.

Sin embargo, al destruir el continuo clasico, dejamos al lector frente a una pregunta
ineludible: ;Co6mo hacer analisis matematico sin el continuo?

La fisica, la ingenieria y la geometria requieren calcular velocidades, areas bajo curvas
y propagacion de campos. El calculo diferencial e integral es el lenguaje de la
naturaleza. Si rechazamos los infinitos actuales, las cortaduras de Dedekind y los
limites como puntos alcanzados en el infinito, ;renunciamos al calculo?

La respuesta de la matematica operativa es un rotundo no. No renunciamos al calculo;
lo purificamos.

El analisis clasico, formalizado mediante la definicion € — & de Weierstrass, es una
obra maestra de la matematica descriptiva. Su defecto, desde nuestra perspectiva, no
es la falta de rigor logico, sino su compromiso ontologico: asume que el agente
matematico puede sobrevolar la totalidad de los nimeros reales y extraer de ella un §
que “existe” en algun sentido platdnico, incluso si ningtin algoritmo puede calcularlo.
La matematica clasica permite funciones continuas cuyo moédulo existe idealmente,
pero es no computable; nuestro marco operacional exige que el modulo sea una regla
ejecutable, desterrando asi las trayectorias que no pueden materializarse en universo
fisico alguno.

En el andlisis computacional que iniciamos en este tomo, la continuidad deja de ser
una propiedad topolégica de un espacio abstracto para convertirse en un pacto
computacional. Este pacto se establece entre el agente operativo —un observador
finito, con recursos termodindmicos limitados, que formula demandas de precision
siempre como numeros racionales concretos— y el generador, que promete no
desviarse mas alla de la tolerancia acordada si se le otorga el presupuesto de computo
adecuado.

2. El Numero Real Operativo: de la potencia a la actualizacion

En los Tomos I y II, establecimos que el objeto matematico basico es el estado
instrumentado (G, k,p). Pero para hacer analisis, necesitamos objetos que no estén
atados a una unica escala k fija, sino que posean la capacidad potencial de refinarse
ante cualquier exigencia de precision.
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A este objeto lo llamaremos Numero Real Operativo (o Trayectoria de
Refinamiento), y se define como un par:

Rop 3 x = (G, M)

Donde: * G (El Generador): Es una regla finita de transformacién, tipada como G: N —
Q, que asigna a cada escala finita de computo k un nimero racional exacto G (k). * M
(El Médulo de Convergencia): Es una funcién computable, M: Q* — N, que actia
como el manual de calibracion del instrumento.

Es crucial entender la relacién entre este nuevo par y la terna fundacional de los
tomos anteriores. El par (G, M) define la potencialidad del objeto, la ley general que lo
rige. Cuando el agente operativo exige una precision racional p, el médulo M calcula la
escala necesaria k = M(p), y el objeto se actualiza en el estado instrumentado

(G, M(p),p)-

Nétese que hemos invertido el orden causal presentado en el Tomo I: alli el agente
elegia una escala k y obtenia p como consecuencia; aqui, mas naturalmente para la
practica cientifica, el agente declara la precision p que necesita, y el modulo de
convergencia M le devuelve la escala k minima necesaria para alcanzarla.

Genealogia de una idea. El m6dulo de convergencia no es un invento de esta obra. Es
una herramienta central del andlisis constructivo, cuyas raices se hunden en la
intuicion de L.E.J. Brouwer sobre la continuidad uniforme, en los trabajos de logica
recursiva de Kreisel y la escuela rusa (Markov, Sanin) en los afios cincuenta, y que
cristalizé de manera sistematica en la obra maestra de Errett Bishop, Foundations of
Constructive Analysis (1967). Lo que esta obra afiade es la interpretacién ontolégica y
fisica: el médulo no es solo una funcion matematica abstracta, sino la hoja de
calibracién de un instrumento fisico; y el generador no es solo una sucesion, sino una
regla de producciéon material sujeta al Principio de Terminaciéon Ontolégica (PTO).

3. La convergencia intrinseca y la anatomia del mdédulo

Para no violar el Axioma de No-Reificacion (ANR) invocando un “limite platénico”
contra el cual medir el error, formulamos la condiciéon de convergencia de manera
estrictamente intrinseca (siguiendo la tradiciéon de Cauchy depurada por Bishop).

El médulo M debe garantizar que, una vez alcanzada la escala k = M(p), ninguna
profundizacién posterior del calculo podra perturbar el resultado en una magnitud
igual o superior a la tolerancia p:

VpeQt, VjEN, |[GMM(P)+)—GM{P)I<p

Esta ecuacion no compara el calculo con una entidad ideal fuera del mundo: certifica
la auto-coherencia del instrumento. La trayectoria es estable por si misma, no por la
gracia de un destino final. Todo par (G, M) legitimo debe venir acompafiado de un
certificado (una prueba constructiva) de que su moédulo acota correctamente las
fluctuaciones internas.
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Ejemplo: La anatomia del médulo para v/2. Tomemos el generador G (el método
babilénico: x4, = %(xk + 2/x;)). Este algoritmo goza de convergencia cuadrdtica: el

numero de digitos correctos se duplica aproximadamente en cada iteracién. Partiendo
de xo=1: * k=1:x,=3/2=15 * k=2:x,=17/12 = 1,4167 * k=3:x3 =
577/408 ~ 1,414215 (error ~ 107°, precisién de micras) * k = 4:x, = 665857/
470832 ~ 1,41421356237 (error ~ 10712)

El médulo de convergencia M (p) es la regla que traduce la exigencia del agente en
iteraciones. Si el fisico exige p = 107% el modulo dicta k = 3. Si el ingeniero
aeroespacial exige p = 107°, la naturaleza cuadratica del algoritmo garantiza que
basta con k = 5. El mo6dulo es la materializacion del PTO: la busqueda de la precision
deja de ser un salto al vacio y se convierte en un presupuesto de recursos finito,
calculable y garantizado.

4. La igualdad: indistinguibilidad local vs. identidad demostrada

La matematica clasica incurre en un vicio metafisico cuando postula que dos nimeros
reales son idénticos en un sentido ontologico absoluto, al margen de cualquier
procedimiento de calculo. En la matematica operativa, debemos desdoblar esta nocién
en dos niveles epistemologicos rigurosamente diferenciados para evitar la ilusion de
que la igualdad es una propiedad “revocable” que destruya la estabilidad de la
matematica.

1. Indistinguibilidad Instrumental a Escala p (x =, y): Es un estado de
compatibilidad empirica local. Decimos que dos estados instrumentados son
indistinguibles para un sensor o tolerancia dados si sus aproximaciones racionales
distan en menos de p. Esta relacién es simétrica y reflexiva, pero no es transitiva.
Describe la resolucion de nuestro aparato aqui y ahora; no es una igualdad
matematica universal.

2. Igualdad Operativa (x =Rop y): Es un metateorema constructivo. Afirmar que dos
trayectorias (Gy, My) y (G,,M,) son iguales significa poseer una demostracion
matematica finita y uniforme (un esquema de respuesta) que garantiza que, ante
cualquier demanda de precision p > 0 formulada por un agente, los generadores se
mantendran acotados:

X pr y
& Existe un procedimiento que, dado p, certifica que |Gx(Mx(p/2)) — G, (M, (p/2))|
<p

El cuantificador “cualquier p” no sobrevuela una totalidad completada de infinitos
numeros (lo cual violaria el ANR); representa un esquema formal de respuesta
garantizada. Quien demuestra x = y no ha revisado infinitos decimales en un acto de
videncia platonica; ha construido un algoritmo que toma cualquier p finito y entrega,
en tiempo finito, la certificacién de concordancia. Si los médulos son validos, esta
igualdad es monoétona y estable: si son iguales a 107, lo son a 1073, La igualdad no se
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“revoca” con el tiempo; lo que ocurre es que el agente puede someter el teorema a
pruebas de estrés cada vez mas estrictas.

(Nota histérica: Alan Turing, en su correccién de 1937 a su propio articulo de 1936,
demostré que la representacion decimal de los reales hace que la igualdad y la suma
sean indecidibles e incompatibles con la continuidad. La formulacion mediante
sucesiones racionales con médulo de convergencia explicito resuelve de raiz la falla del
modelo decimal).

5. El limite y la continuidad: composicion de médulos

Con el numero real y la igualdad redefinidos, estamos en posicion de enfrentar al
gigante del calculo: el limite y la continuidad.

La notacion clasica lim,_,f(x) = L sugiere un viaje cinemdtico hacia un destino
preexistente. En el andlisis computacional, el limite no es un destino; es una garantia
de estabilidad instrumental. Decir que una funciéon f es continua significa que f
posee su propio médulo de continuidad, tipado como ws: Q* —» Q™.

Pregunta Operacional: Si quiero que el resultado de mi medicién f(x) tenga un error menor a Py, icon
qué precision de entrada p;,, debo medir mi variable x?

El médulo de continuidad responde: p;, = wr(Poye)- Por ejemplo, para f(x) = x% enel
intervalo instrumentado [0,1], si exigimos un error de salida p,,;, el médulo dicta que
debemos medir la entrada con una precision p;, = pout/3-

El limite es, por tanto, la relacion de compatibilidad entre el moédulo de
convergencia de la entrada y el modulo de continuidad de la funcién. Si x es un
numero real operativo (Gy,M,) y f es una funcién con mddulo wys, entonces la

composicion f(x) es un nuevo numero real operativo cuyo generador es Ggy = f ©
G, y cuyo modulo de convergencia es la composicion de ambos pactos:

Mf(x) (Pout) = My (wf (Pout))

Esta cadena de acotamientos computables es la esencia del analisis operativo. (Nétese
que la existencia de un mddulo de continuidad uniforme w; requiere que el dominio

de la funcién sea un intervalo compacto operacionalmente, una nociéon que
desarrollaremos al abordar la integracion).

6. Hacia la derivada y la integral

Al desterrar el infinito actual, hemos reconstruido el andalisis sobre fundamentos
operativos, sin renunciar a su potencia descriptiva, pero anclandolo a la realidad
termodinamica de la computacién.

En los capitulos que siguen de este Tomo III, aplicaremos esta misma disciplina
metddica a las dos grandes operaciones del calculo:
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1. La Derivada: Ya no la definiremos como el “limite del cociente incremental
cuando Ax tiende a cero” (una operacion que requiere dividir por un infinitésimo,
un concepto que viola el ANR). La definiremos como un cociente de
incrementos acotados, evaluado a una escala k donde el error de truncamiento
(acotado por el mddulo de Taylor, que precisaremos en el proximo capitulo) es
estrictamente menor que la precision p del sensor fisico.

2. La Integral: Ya no la concebiremos como la “suma de infinitos rectangulos de
base infinitesimal”. La definiremos como un sumador finito instrumentado,
donde el nimero de particiones k es dictado por un mdédulo de integracion que
garantiza que la diferencia entre la suma superior e inferior sea menor que la
tolerancia p declarada por el ingeniero.

El andlisis matematico no requiere la metafisica del continuo para describir el
universo. Solo requiere generadores honestos, modulos de convergencia explicitos y
la humildad de declarar la precision de nuestras mediciones. El calculo, al fin, se
convierte en un protocolo de cémputo calibrado. Y el universo, en un sistema cuyas
regularidades pueden modelarse mediante tales protocolos.
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Capitulo 12: La derivada como dilema termodinamico, el piso de
precision y el modulo de diferenciabilidad

1. El velocimetro, la flecha de Zendn y los fantasmas de Berkeley

Considere el lector el instrumento mas ubicuo en la fisica y la ingenieria: el
velocimetro de un vehiculo, el sensor de posiciéon de un brazo robético o el algoritmo
que estima la tasa de reaccién en un biorreactor. Se nos ensefia en las aulas que estos
aparatos “miden la velocidad instantanea” o la “tasa de cambio instantanea”, y que
esta magnitud es la derivada de la posicion (o de la concentracién) respecto al tiempo,
definida clasicamente por el limite:

o x(+AY) —x(0)
O = m =7,

Sin embargo, ningun instrumento fisico, ningin sensor, ningun circuito electrénico ha
calculado jamas un limite. Un aparato fisico no puede hacer que At tienda a cero; solo
puede medir la posicibn en un instante t, esperar un intervalo de tiempo
estrictamente finito At, medir la posicién nuevamente, restar ambos valores y dividir.
El instrumento opera, ineludiblemente, en el dominio de los incrementos finitos.

Esta desconexién abismal entre la practica instrumental y la teoria matematica no es
un detalle menor; es una grieta epistemologica que ha persistido durante siglos y que
constituye el pecado original del calculo infinitesimal. En 1734, el obispo y filésofo
George Berkeley public6 The Analyst, una feroz y lucida critica a los cimientos del
calculo de fluxiones de Isaac Newton. Berkeley sefialé el doble estandar légico de los
infinitésimos: para formular el cociente, se divide por 4x, lo que exige que Ax # 0;
pero para obtener el resultado final y eliminar el término residual, se anula 4x, lo que
exige que Ax = 0. Berkeley llam¢ a estas cantidades, con una ironia que resonaria por
siglos, “los fantasmas de cantidades difuntas”.

La respuesta de la matematica clasica, culminada por Karl Weierstrass en la segunda
mitad del siglo XIX con la formalizacion € — §, fue desterrar los infinitésimos y
reemplazarlos por una estructura estatica de cuantificadores l6gicos. En el dominio de
la matematica abstracta y descriptiva (bajo el axioma del continuo actual de ZFC), la
definicion de Weierstrass es una obra maestra de rigor sintactico. Pero desde la
perspectiva de nuestra ontologia operativa y del Axioma de No-Reificacion (ANR), el
formalismo clasico introduce una nueva ficcion metafisica: presupone que el agente
matematico es un observador omnisciente, capaz de inspeccionar un continuo actual
completado y de cuantificar sobre todos los reales positivos (Ve > 0,36 > 0), sin
sufrir las consecuencias fisicas de esa eleccion.

El analisis computacional no objeta la l6gica de Weierstrass en su propio dominio
abstracto; objeta su desconexion instrumental y su ceguera ontoldgica. Para un agente
finito (un fisico, una computadora, un sensor), la instrucciéon “tomese el limite cuando
Ax — 0” no es una idealizacién asintética; es un suicidio computacional. En este
capitulo, desarmaremos la mecanica exacta de la resta finita para demostrar por qué
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el limite es una falacia categorial en el mundo fisico, y reconstruiremos la derivada
como lo que realmente es: un protocolo de medicién con precisiéon declarada,
gobernado por un dilema termodinamico ineludible.

2. El suicidio computacional: La anatomia de la resta y la
cancelacion catastréfica

Para entender por qué Ax — 0 es una instruccién destructiva, debemos examinar la
anatomia de la operaciéon mas sencilla del calculo: la resta f(x + 4x) — f(x).

Imaginemos que un agente computacional evalia una funcién suave, por ejemplo
f(x) = sin(x), en un entorno donde la funcién varia lentamente. Si el agente elige un
Ax extremadamente pequefio, digamos Ax = 10716, los valores de f(x) y f(x + 4x)
seran casi idénticos.

En cualquier instrumento fisico o maquina digital, la precisién no es infinita; esta
acotada por un ruido de fondo o por la resolucién de punto flotante. Este umbral
absoluto, al que llamaremos €, representa la incertidumbre intrinseca del
instrumento: ya sea un ruido térmico o cudntico de origen fisico, o el error
determinista pero igualmente acotado de la representaciéon en aritmética modular
(como el anillo finito Z/2%37Z en la doble precisién de una computadora). Ambos
imponen al agente una misma limitacion estructural: una cota € por debajo de la cual
ninguna medicién o computo puede distinguir valores.

Supongamos que nuestro instrumento tiene una precision de 16 digitos decimales
significativos (€ ~ 10716). Al evaluar f(x) y f(x + 4Ax), ambos valores coincidirdn en
sus primeros 15 o 16 digitos. Cuando el agente realiza la resta, los digitos
significativos idénticos se cancelan. El resultado de la resta estara compuesto casi en
su totalidad por los digitos menos significativos, que son precisamente aquellos donde
el ruido del instrumento o el error de redondeo de la maquina dominan por completo.

Al dividir este resultado corrupto por un Ax minusculo, el agente no esta aislando la
“velocidad instantanea”; estd amplificando el ruido del instrumento hasta
convertirlo en la uUnica seial visible. El cociente incremental estalla en valores
erraticos, absurdos o simplemente cero.

La matematica clasica, al operar en un cielo platénico donde los nimeros reales tienen
infinitos digitos exactos, es ciega a este fendmeno. Asume que f(x + 4Ax) — f(x)
retiene su informacién sin importar cuan pequefio sea Ax. La matematica operativa,
anclada en el andlisis numérico riguroso (desde Von Neumann hasta Goldberg) y en
los limites termodinamicos de la informacion que establecimos con el principio de
Landauer (que dicta que borrar informacion disipa energia y que la pérdida de bits
significativos es una destruccion fisica de informacién), sabe que restar cantidades
casi iguales destruye la informacion relativa. Incluso con aritmética racional
exacta, si el numerador es pequefio comparado con los operandos, la informacién
sobre la variacién local se concentra en los ultimos digitos, que son los mas
vulnerables a cualquier imprecision en el modelo.
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Por lo tanto, la derivada no puede ser el resultado de hacer 4x tan pequefio como se
quiera. Debe existir una escala 6ptima, un punto de equilibrio donde el incremento sea
lo suficientemente pequefio para capturar la variacidn local, pero lo suficientemente
grande para que la sefial no sea devorada por el ruido.

3. El dilema termodindamico: Truncamiento vs. Ruido y el Piso de
Precision

Abandonemos la notacién del limite y formulemos la pregunta operacional correcta.
Dada una funcién f, un punto x y un instrumento con una precision intrinseca ¢, el
error total al estimar la derivada L mediante el cociente incremental no es un
concepto abstracto, sino la suma de dos fuerzas fisicas opuestas:

1. El Error de Truncamiento (El error geométrico): Si la funcién no es una linea
. . xX+Ax)—f(x . .z
recta perfecta, el cociente incremental % es solo una aproximacion de la

tangente verdadera L. El Teorema de Taylor con el resto de Lagrange nos permite
cuantificar este error. Si conocemos una cota superior uniforme M para la
“aceleracion” o curvatura maxima de la funcién (es decir, |f"(¢)| < M para todo ¢ en
el intervalo [x, x + 4x]), el error de truncamiento es proporcional al tamafio del paso:

M
Etrunc < 7 |Ax|

Este error disminuye a medida que Ax se hace mas pequefio. Exige que estrechemos el
intervalo.

2. El Error de Ruido o Redondeo (El error fisico/instrumental): Debido a la
precision finita del agente, cada evaluacion de f conlleva un error absoluto maximo e.
Al restar dos evaluaciones, el error maximo posible en el numerador es 2¢. Al dividir
por Ax, este error se amplifica:

2€

Ervido < 1Ax|

Este error aumenta drasticamente a medida que Ax se hace mas pequefio. Exige que
ensanchemos el intervalo.

El error total de la medicion es la suma de estas dos tensiones:
M €
Eiotal(4x) = > |4x| + el

Aqui yace el corazon de la derivada operativa. La derivada no es un limite; es el punto
de minimo de esta funciéon de coste termodinamico. Si aplicamos el calculo
elemental para encontrar el 4x que minimiza el error total (igualando la derivada del
error a cero), obtenemos la escala 6ptima de medicidn:

€
Axéptimo =2 M
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Este resultado es demoledor para la intuicién clasica. El incremento ideal no es
“infinitamente pequefio”. Es un valor finito, explicito, que depende estrictamente de
dos parametros: la precision del instrumento (€) y la curvatura del espacio o la
funcién (M).

Pero hay una consecuencia aun mas profunda, que constituye uno de los
descubrimientos fisicos mas importantes de nuestro marco. Si evaluamos el error
total en esta escala dptima, obtenemos el suelo de error instrumental (o Principio
del Piso de Precision Diferencial):

M € 2€
Eminimo = Etotal(Axéptimo) = ?(2 M) + m = 2VMe

Este resultado impone una ley de hierro a la fisica experimental y a la computacién:
ningun instrumento con ruido de fondo € puede certificar la derivada de un sistema

con curvatura M con un error inferior a 2vMe. Si el cientifico exige una precision mas

estricta (p < 2vVMe), no se enfrenta a una dificultad matematica que se resuelva
“haciendo Ax mas pequeno”; se enfrenta a la exigencia fisica de construir un sensor
superior con menor ruido €. El limite Ax — 0 no solo es inutil; es una violacién de la
termodinamica de la informacion.

4. El Mddulo de Diferenciabilidad y la banda de escala admisible

En nuestro marco, la diferenciabilidad no es un predicado estatico sobre limites
abstractos, sino la posesion de un Médulo de Diferenciabilidad computable. A
diferencia del m6dulo de continuidad (donde cualquier 4x menor que § es valido), la
presencia del ruido instrumental rompe la monotonia: hacer Ax mas pequefio que el
Optimo empeora el resultado.

Por lo tanto, el Médulo de Diferenciabilidad no devuelve un semieje (0, §], sino que
delimita una banda de escala admisible [4Ax_, Ax,] alrededor de Ax;pim, donde la
suma de truncamiento y ruido permanece por debajo de la precision exigida por el
agente, p.

Para que el moédulo exista, la exigencia del agente debe ser fisicamente realizable: p >
2VMe. Si esta condicion de factibilidad se cumple, resolviendo la desigualdad
cuadratica %Ax + Z—i < p, obtenemos los limites de la banda admisible:

p +/p?—4Me

M

Axi =
Cualquier incremento Ax € [Ax_, Ax, ] garantiza que el error total es menor o igual a
p.

El doble régimen operativo: La estructura del médulo depende de la naturaleza del
agente: 1. Régimen Fisico-Instrumental (Ruido € > 0 fijo): El instrumento impone
un suelo de precision insuperable. El médulo solo puede responder si p > 2vVMe,
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devolviendo la banda [4x_, 4x,]. 2. Régimen Computacional Puro (¢ sintonizable
bajo demanda): Si el agente trabaja en una maquina con precisiéon arbitraria
(aritmética de multiple precision) o en analisis constructivo puro, dada una exigencia
de precisiéon p, el Moédulo de Diferenciabilidad asigna de manera acoplada el
incremento espacial y el presupuesto de precisién numérica necesarios:

2p p*
Ax(p) = — €E(p) < —
@ =37 v €@ =4
Este acoplamiento es el verdadero contrato operativo: le ensefia al analista que no es
posible refinar la escala espacial (4x) sin financiar simultdaneamente la resolucién
interna (€) de sus operaciones.

La gramatica del generador: La forma exacta del médulo depende del esquema
numérico elegido como generador Ggui. Hemos analizado las diferencias hacia

adelante (error de truncamiento O(4x)). Si el agente utiliza diferencias centradas

fx+Ax)—f(x—Ax)
24x

truncamiento O0((4x)?). En ese caso, el dilema termodindmico cambia: el 6ptimo se

desplaza a Ax,p ~ (e/M)*/3, demostrando que la escala 6ptima no es una propiedad
intrinseca de la funcidn, sino del acoplamiento entre la geometria de la funcién y la
gramatica del generador algoritmico.

, el término de primer orden se cancela, arrojando un error de

5. La estratificacion de la suavidad y la naturaleza de M

Para que este mddulo sea operativo, el modelo fisico o matematico debe aportar un
entorno de regularidad certificado a priori: la cota racional M. Esta dependencia
jerarquica —donde la garantia computacional de la derivada de orden n requiere
informacion acotada sobre el orden n + 1— no es una circularidad viciosa, sino una
estratificacion inductiva que refleja la fisica de los sistemas.

¢(De donde proviene M? Debemos distinguir tres fuentes, evitando la circularidad
epistemologica de “medir la aceleracion para poder medir la velocidad”: 1. M,,,,; (Cota
Analitica): Deducida formalmente de la expresion de la funcién (ej. para f(x) =
sin(x), sabemos que |f"(x)| < 1, por lo que M = 1). 2. Mg, (Ley Constitutiva): En la
fisica empirica, M no es un misterio platonico; es un dato del modelo derivado de
leyes constitutivas. Si medimos la velocidad de un vehiculo, M es la aceleracién
maxima que el motor y la friccion pueden fisicamente imprimir (ay.x = Fnax/m)- 3.
My;, (Hipotesis de Regularidad): En sistemas de caja negra o datos empiricos puros,

M es una hipotesis de trabajo (un priori bayesiano o cota de Lipschitz asumida).

Si el modelo no puede certificar M (porque el sistema puede tener aceleraciones
infinitas o impredecibles), el Médulo de Diferenciabilidad no puede ser construido. La
derivada, en ese punto, carece de garantia computacional. El médulo transforma una
hipétesis de regularidad (M) en una garantia de precision (p).
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6. Ejemplos Forenses: La catastrofe del seno, el bidlogo y la raiz
cuadrada

Para anclar esta teoria, sometamos a prueba el Médulo de Diferenciabilidad en tres
escenarios donde la intuicion clasica falla estrepitosamente.

Caso A: La catastrofe de la maquina (Derivando sin(x)) Supongamos que un
programador ingenuo intenta calcular la derivada de f(x) = sin(x) en x = 1 usando
una computadora de doble precision (donde e ~ 1071¢). Sabe que la derivada
analitica es cos(1) = 0.540302305868. * Intento Cldsico: El programador elige Ax =
10716, La maquina evalda sin(1 + 1071¢) y sin(1). Debido a la precision finita, ambos
valores se redondean al mismo nimero de punto flotante. La resta da exactamente 0.
El cociente es 0/10716 = 0. El error es del 100%. El limite “hacia cero” ha colapsado la
informacion. * Protocolo Operativo: El programador usa el médulo. Sabe que M = 1.

Aplica la férmula del Ax 6ptimo: Axope = 24/10716/1 =2 x 1078, Al evaluar el

cociente con Ax = 1078, la resta conserva 8 digitos significativos limpios. El resultado
es 0.54030230..., coincidiendo con la teoria hasta el limite del ruido de la maquina. El
modulo ha domesticado el caos numérico.

Caso B: La tabla de datos empiricos y el peligro de la hipdtesis falsa Un bi6logo
mide el crecimiento de una colonia bacteriana cada hora. Tiene una tabla de datos
discretos. ;Puede calcular la “tasa de crecimiento instantdnea” en t =57 La
matematica clasica interpolaria una curva suave arbitraria. La matematica operativa
es mas severa: el bidlogo necesita Mg, (la tasa maxima de cambio de la velocidad de
crecimiento, es decir, la “aceleracién” biolégica de la colonia). Si el bidlogo asume una
M incorrecta (por ejemplo, subestima la aceleracién asumiendo que la colonia crece
linealmente cuando en realidad esta en fase exponencial), el modulo entregara una
falsa sensacién de precision certificada. El moédulo exige que M provenga de
conocimiento genuino del sistema; de lo contrario, cualquier nimero calculado
mediante diferencias finitas es una apuesta, no una medicién instrumentada.

Caso C: El ejercicio de la raiz cuadrada (Singularidad instrumental) El lector
intente construir el Médulo de Diferenciabilidad para f(x) = vx en x = 0. La primera
derivada es 1/(2vx), que tiende a infinito. La segunda derivada es —1/(4x%/2). ;Qué
ocurre con M en cualquier entorno [0, 4x]? M es estrictamente infinito. ;Qué nos dice
el modulo sobre la “velocidad” en el origen? Nos dice que el médulo no existe. No es
un fallo de la matematica; es una advertencia fisica. La curvatura es tan extrema que,
para cualquier ruido € >0, el suelo de precision 2vMe se vuelve infinito. El
instrumento es ciego en el origen. La no-diferenciabilidad puntual se revela como una
singularidad instrumentada donde el generador Ggi;f debe cambiar de régimen o
declarar la imposibilidad de medicidn.

181



7. La no-diferenciabilidad como colapso del médulo

En el analisis clasico, existen funciones que son continuas en todas partes pero
diferenciables en ninguna. Aqui debemos distinguir dos naturalezas muy distintas de
la rugosidad:

1. El Fractal Determinista (Funcion de Weierstrass): Esta funcion oscila con
amplitud comparable en cualquier escala de refinamiento (autosemejanza
fractal). No es que M “crezca”; es que no existe cota finita M en ningun intervalo,
por pequefio que sea. El modulo 8¢(p) no puede ser construido porque la
condicion de Taylor falla para todo M finito. La no-diferenciabilidad es,
literalmente, la ausencia de un algoritmo que pueda estabilizar el cociente
incremental.

2. La Rugosidad Estocastica (Movimiento Browniano): Las trayectorias
brownianas son casi seguramente continuas pero derivables en ninguna. Aqui, la
variacién de segundo orden crece estadisticamente (M ~ 1/+/At). El médulo
colapsa porque no hay M finito casi seguramente. El agente se enfrenta a una
paradoja termodindamica: para capturar la variaciéon necesita un Ax infinitesimal,
pero ese mismo Ax es destruido por el ruido y la propia rugosidad de la funcion.

En ambos casos, la no-diferenciabilidad no es una propiedad mistica de ciertas curvas
geométricas; es el colapso del Mddulo de Diferenciabilidad. Es la demostracion de que
el agente finito, con sus recursos limitados, no puede extraer una tasa de cambio lineal
estable de un sistema cuya complejidad interna excede su capacidad de resolucion.

8. La ontologia de la velocidad: La terna (G, k, p)

Con la derivada rescatada de los fantasmas de Berkeley y anclada en la termodindmica
de la informacion, estructuramos su ontologia en tres niveles rigurosos, alineados
perfectamente con nuestra terna fundacional:

1. La Diferenciabilidad (La Propiedad): La capacidad demostrable de un modelo
fisico o algoritmico de acotar su curvatura local M frente a un umbral de ruido e.

2. LaDerivada como Potencialidad Operativa: El par (G,, 6r), donde G, es la regla
generadora del valor limite (un Nimero Real Operativo) y &; es el modulo que
certifica los presupuestos de escala.

3. La Medicion Concreta (La Actualizacion): El estado instrumentado
(Ggifr, k, v)- Es el evento fisico o digital consumado.

- G (Generador): La especificacion del esquema numérico (ej. diferencias
finitas hacia adelante o centradas) acoplado a la regla de evaluacion de f.

- k (Escala/Coste): El presupuesto computacional materializado: el
numero de evaluaciones de f (2 para forward, 2 para central), las
operaciones aritmeticas, y el coste de busqueda del Ax,,; dentro de la
banda admisible. Materialmente, k se actualiza como el intervalo éptimo
Axopt-
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- p (Precision): El error total garantizado, que por disefio del moédulo
cumple p = 2V Me.

La “velocidad instantdnea” deja de ser un estado metafisico en un punto sin extension
para revelarse como la lectura 6ptima de un instrumento que ha equilibrado con
precision la geometria de la trayectoria con la fisica de su propia resolucidn.

9. Hacia la integral: El sumador finito y el modulo de integracion

Al redefinir la derivada, hemos domesticado la primera mitad del cadlculo. Hemos
demostrado que la variacion local no requiere el infinito actual, sino un médulo que
traduzca la precision deseada en un incremento finito, dictado por las leyes fisicas de
la conservacién de la informacion.

Pero la arquitectura del calculo exige simetria. Si la derivada es el arte de encontrar el
Ax 6ptimo para restar y dividir, la integral es el arte de encontrar el 4x dptimo para
sumar y multiplicar. La matematica clasica nos pide que imaginemos la integral como
el limite de una suma de infinitos rectangulos de base infinitesimal, reincidiendo en la
falacia de la reificacion del area como una sustancia preexistente.

A menudo se dice que el Teorema Fundamental del Calculo trivializa la integral
mediante una “identidad telescopica finita” (3. (F(x;4+1) — F(x;)) = F(b) — F(a)). Pero
esto solo es cierto si ya conocemos la antiderivada analitica F. En la fisica operativa, a
menudo no tenemos F (como en la mayoria de las ecuaciones diferenciales no
lineales); solo tenemos el generador f.

Por lo tanto, la integral definida no es una identidad telescépica magica, sino una
Suma de Riemann controlada por un Mdédulo de Integracion. Asi como la derivada
requiere un Modulo de Taylor basado en la segunda variacion (M), la integral
requerira un Mdédulo de Integracidon que traduzca la precisién p en un numero finito
de particiones n, utilizando la cota de la oscilacién (0o mddulo de continuidad) de la
funcion f. El modulo elige n tal que la oscilacion maxima en cada subintervalo,
multiplicada por la longitud total, sea estrictamente menor que p. No hay rectangulos
infinitos; hay particiones finitas certificadas. El Teorema Fundamental del Calculo no
es la definicién de la integral, sino un poderoso teorema de optimizacién: si el agente
logra descubrir F, el coste computacional k de la suma de Riemann colapsa
drasticamente a dos evaluaciones.

El calculo, se revela como un protocolo de medicién con recursos declarados, donde la
derivada y la integral no se “invierten” mediante un paso al infinito, sino que
componen y descomponen residuos algebraicos bajo el estricto control de modulos
termodinamicos.
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Capitulo 14: Estructuras algebraicas como generadores, el espacio
de estados y la geometria de las clases laterales

1. El cubo de Rubik y la falacia de la tabla de multiplicar

Considere el lector uno de los objetos algebraicos mas famosos y tangibles de la era
moderna: el cubo de Rubik. Si le preguntamos a un matematico clasico qué es la
estructura matematica subyacente al cubo, nos respondera que es un “grupo”. Y si le
pedimos que lo defina formalmente, trazara sobre el papel la definicién axiomatica
estandar de la teoria de conjuntos: un grupo es un conjunto G dotado de una
operacidon binaria - que es asociativa, posee un elemento identidad y donde cada
elemento tiene un inverso. Acto seguido, nos dird que el “grupo del cubo de Rubik” es
un conjunto finito que contiene exactamente 43.252.003.274.489.856.000 elementos.

Desde la perspectiva de nuestra ontologia operativa y del Axioma de No-Reificacién
(ANR), esta definicion clasica es una ilusion catastrofica. La matematica clasica nos
pide que imaginemos un “conjunto” con mas de cuarenta y tres trillones de elementos,
y una “tabla de multiplicar” con casi dos sextillones de entradas, como si esta totalidad
descomunal estuviera “ahi”, completada, suspendida en un cielo platénico, esperando
a que el agente la contemple.

Pero ningun fisico, ningln ingeniero, ningln algoritmo de bisqueda y ningin jugador
de cubo de Rubik ha interactuado jamas con ese conjunto de cuarenta y tres trillones
de elementos, ni ha almacenado esa tabla en memoria. Lo que el agente posee en sus
manos no es un conjunto estatico; es un objeto fisico con seis caras, y la capacidad
motriz de ejecutar dos o tres movimientos basicos (por ejemplo, girar la cara
derecha 90 grados, o girar la cara superior 90 grados).

El grupo no es la tabla de multiplicar. El grupo es la coreografia. Es el espacio de
estados que emerge cuando un agente aplica recursivamente un pufiado de reglas
generadoras simples. Debemos distinguir aqui, con la maxima crudeza operativa,
entre la finitud matematica (la cota superior combinatoria que demuestra que el
espacio no es infinito) y la finitud operativa (los recursos de tiempo, memoria y
energia k que un agente real posee para explorarlo). Reificar la tabla de multiplicar es
cometer el pecado original del algebra abstracta. En este capitulo, desmantelaremos la
definicién conjuntista para reconstruirla como lo que realmente es: la fisica de los
espacios de estados ciclicos, la geometria de la accesibilidad y la termodindmica de la
simetria.

2. La ontologia del espacio algebraico: La terna (G, k, p)

Abandonemos la notacidon de conjuntos y operaciones binarias globales. En nuestro
marco, una estructura algebraica (un grupo, para ser precisos) se define mediante un
espacio de estados 2 y un conjunto minimo de generadores I' = {g,, g5, ---, gm }- El
espacio de estados no es un recipiente preexistente; es la clausura algoritmica de la
identidad bajo la aplicacion recursiva de los generadores. Cada generador es una regla
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de transicién determinista, biyectiva y reversible que mapea un estado del sistema a
otro estado.

Esta arquitectura se mapea perfectamente en nuestra terna fundacional, aunque con
una adaptacion terminolégica crucial para el régimen discreto:

» El Generador (G,g): Ya no es una funcion analitica continua, sino la maquina de

transiciones. Es el par formado por el alfabeto de movimientos elementales I' (y
sus inversos) y el conjunto de relaciones de reescritura. Las relaciones son las
leyes de equivalencia fisica del sistema: dictan cuando dos secuencias distintas de
movimientos conducen al mismo estado idéntico.

e La Escala (k): En el andlisis continuo, k era el presupuesto de precisiéon o el
incremento Ax. En el algebra discreta, k es la longitud de la palabra o la
profundidad maxima del arbol de exploracién. Es el presupuesto computacional
(nimero de pasos) que el agente tiene permitido encadenar para alcanzar un
estado objetivo desde la identidad.

e LaResolucién (p): En el andlisis continuo usadbamos p para denotar la tolerancia
al error métrico. En el algebra finita, no hay error de redondeo ni ruido
instrumental que degrade la transicion légica (asumiendo la capa de correccion
de errores de un sistema digital o fisico ideal). Por lo tanto, reemplazamos p por p
(Resolucion o Granularidad Discreta). En un grupo, p = 1 (el &tomo de estado).
La precision es categorial y exacta: el agente sabe con certeza absoluta en qué
nodo del espacio de estados se encuentra. No hay “casi” simetrias; o la operacion
encaja en el estado exacto, o no encaja.

Bajo esta luz, el “orden” de un grupo deja de ser una cardinalidad estatica de un
conjunto. Se convierte en el volumen total del espacio de estados (el nimero de
nodos Unicos) que el agente descubriria si agotara todas las combinaciones posibles de
generadores hasta que el sistema, inevitablemente, colapse sobre si mismo. La tabla
de multiplicar clasica es simplemente el registro historico extensional de todas las
navegaciones posibles; el Grafo de Cayley (una representacion grafica impulsada por
Arthur Cayley en 1878 y fundamental en la moderna teoria geométrica de grupos de
Dehn y Gromov) es el mapa intensional que permite generarlas bajo demanda.

3. El despiece forense: Construyendo el Grupo Diédrico D,

Para anclar esta ontologia, construyamos desde cero, paso a paso, el espacio de
estados de las simetrias de un cuadrado fisico apoyado sobre una mesa. La
matematica clasica lo llama el “Grupo Diédrico D,” y nos entrega una tabla de
multiplicar de 8 X 8 celdas como un objeto ya terminado. Nosotros no tenemos esa
tabla; tenemos el cuadrado y dos acciones fisicas permitidas.

El estado inicial: El cuadrado en su posicién de reposo. Llamaremos a este estado la
Identidad (e). Nuestros generadores (I'): 1. r: Rotar el cuadrado 90 grados en el
sentido de las manecillas del reloj. 2. s: Voltear el cuadrado 180 grados sobre su eje
vertical (como pasar la pagina de un libro).
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El Criterio de Parada (Clausura por Punto Fijo): ;Como sabe el agente, bajo el
Principio de Terminacién Ontoldgica (PTO), que ha terminado de explorar el espacio?
El agente declara agotado el espacio cuando, tras aplicar cada generador de I" y sus
inversos a cada estado de la frontera actual, ninglin resultado cae fuera del conjunto
ya conocido. El espacio se ha cerrado.

Paso 1 (k = 1): Aplicando los generadores a la identidad. El agente ejecuta r. El
cuadrado gira. Estd en un nuevo estado, que llamaremos r. El agente vuelve a e y
ejecuta s. El cuadrado se voltea. Estd en un nuevo estado, s. El agente ejecuta el
inverso de r (girar a la izquierda). Obtiene r3. Estados descubiertos: {e,r, s, 13}.

Paso 2 (k = 2): Encadenando transiciones. El agente se pregunta: “;Qué pasa si
volteo el cuadrado y luego lo roto?”. Ejecuta s y luego r. Observa la nueva
configuracién y la etiqueta sr. ;Y si lo roto dos veces? Ejecuta 7 y luego r. Obtiene 72
(una rotacién de 180 grados). Estados descubiertos: {r?, sr}.

Paso 3 (k = 3): Explorando las fronteras. El agente aplica r a sr, obteniendo sr?.
Aplica r de nuevo, obteniendo sr3. Estados descubiertos: {sr?, sr3}.

El Colapso del Espacio y las Relaciones de Reescritura: En el siguiente paso (k =
4), el agente intenta descubrir nuevos estados. Aplicar ar3 y... el cuadrado vuelve a la
posicién original (e). Aplica s a s y el cuadrado vuelve a e. Aqui ocurre el fenémeno
algebraico mas profundo: las relaciones. Las identidades algebraicas (como r* = e,
s? = e, y la crucial srs =71, que implica st = r3s) no son meras ecuaciones; son
reglas de reescritura unidireccionales y restricciones fisicas del sistema. Actian
como tijeras algoritmicas que podan las ramas infinitas del arbol de palabras libres. La
relacién sr = r3s dicta que el camino “voltear y luego rotar” colisiona exactamente en
el mismo nodo que “rotar tres veces y luego voltear”. Son estas colisiones las que
pliegan el arbol de exploracion, obligando a las trayectorias a curvarse sobre si
mismas hasta cerrar un grafo de Cayley finito de exactamente 8 estados.

El agente ha mapeado exhaustivamente el universo de posibilidades fisicas del
cuadrado. Lo que acaba de construir no es una tabla estatica, sino el Grafo de Cayley
del sistema: un mapa de accesibilidad donde los nodos son los 8 estados fisicos y las
aristas dirigidas son las transiciones r y s.

4. Interludio: El infinito potencial en el algebra

Hemos visto cdmo un espacio de estados finito se cierra ciclicamente. Pero, ;qué
ocurre con las estructuras algebraicas generadas por reglas finitas que jamds cierran
el ciclo?

Considere el grupo de los numeros enteros Z bajo la operacién de suma, generado por
un Unico movimiento: +1 (y su inverso —1). El agente comienza en 0 y aplica el
generador: 1,2,3,4 ... El espacio de estados se expande indefinidamente en ambas
direcciones. No hay ninguna relacién de reescritura (ninguna “colisién”) que obligue
al sistema a volver a 0.
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Bajo el Axioma de No-Reificacién, no cometemos el error de imaginar la “recta de los
enteros” como un conjunto infinito actual completado. El agente nunca reifica la
totalidad. En su lugar, el agente opera bajo el mismo régimen de infinito potencial
que utilizamos en el Tomo III para los nimeros reales: el espacio de estados es la
capacidad recursiva de aplicar el generador un paso mas. La escala k deja de ser “la
profundidad a la que el espacio se cierra” y pasa a ser, estrictamente, el presupuesto
finito de exploracion que el agente elige o puede permitirse. El dlgebra operativa nos
permite navegar estructuras potencialmente infinitas sin caer en la falacia de afirmar
que “el grupo infinito existe como objeto estatico”.

5. La geometria de las clases laterales (El despiece del Teorema de
Lagrange)

En los manuales clasicos de algebra, uno de los primeros y mas importantes
resultados que se ensefia es el Teorema de Lagrange. Histéricamente, Joseph-Louis
Lagrange (1770) trabajé con permutaciones de raices de polinomios; fue Camille
Jordan (1870) quien estableci6 el teorema en su forma general para grupos finitos
abstractos. Se enuncia asi: “Si H es un subgrupo de un grupo finito G, entonces el orden
(tamaiio) de H divide exactamente al orden de G.”

A menudo, este teorema se presenta como una verdad casi mistica, demostrada
mediante un formalismo de clases de equivalencia que el estudiante memoriza sin
visualizar. En nuestro marco, el Teorema de Lagrange no es un teorema sobre
numeros que dividen a otros nimeros; es un teorema sobre baldosas geométricas y
empaquetamiento de espacios de estados. Vamos a demostrarlo paso a paso,
instanciando nuestra terna (G, k, p).

1. El Subgrupo como “Baldosa” Fundamental: Volvamos a nuestro cuadrado D,
(volumen total 8). Identifiquemos un subconjunto de estados que, por si solos, formen
un espacio cerrado bajo sus propios generadores. Tomemos las puras rotaciones: H =
{e, r,rz,r3}. Si el agente solo tiene permitido usar el generador r, su universo se
reduce a estos 4 estados. H es un subgrupo. Su volumen es 4.

2. La accion de traslacion (Las Clases Laterales): Ahora, el agente se para en un
estado que no pertenece a H, por ejemplo, el estado s (el cuadrado volteado). Desde
alli, ejecuta todas las transiciones internas de H. * Aplicar e a s lo deja en s. * Aplicar r
a s lo lleva al estado sr. * Aplicar 2 a s lo lleva a sr2. * Aplicar 3 a s lo lleva a sr3. El
agente acaba de generar una clase lateral izquierda: sH = {s,sr,sr? sr3}.
Geométricamente, el agente ha tomado la baldosa original H y la ha “deslizado”
rigidamente hacia otra region del espacio de estados.

3. La demostracion de la no-superposicion (El Principio de No-Colision de
Trayectorias Reversibles): Aqui yace el corazén de la demostracion. Supongamos,
por reductio ad absurdum, que dos clases laterales diferentes, digamos aH y bH, se
superponen parcialmente. Es decir, comparten al menos un estado. Si comparten un
estado, significa que existe alguna transicién h; € H y otra h, € H tales que a - h; =
b - h,. Pero como H es un grupo cerrado, si multiplicamos ambos lados por el inverso
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de h; (que también estd en H), obtenemos que a = b - (h, - hi'). El término entre
paréntesis es simplemente otro elemento de H, llamémoslo h;. Por lo tanto,a = b - h;.
Esto significa que el estado a esta dentro de la clase lateral bH. Y si a estd en bH,
entonces toda la clase lateral aH es idéntica a bH.

Este es el Principio de No-Colision de Trayectorias Reversibles: en cualquier
sistema de transiciones biyectivas, las trayectorias generadas desde origenes distintos
no pueden fusionarse parcialmente. O son idénticas, o son estrictamente disjuntas. No
hay superposiciones parciales.

4. El empaquetamiento perfecto: Dado que cada clase lateral se genera aplicando
una traslacion biyectiva a H, todas las clases laterales tienen exactamente el mismo
volumen que H. El espacio total explorable se particiona, sin que sobre ni falte ningtin
estado, en un numero entero m de estas baldosas disjuntas. Si el espacio total tiene un
volumen |G|, y estd compuesto por m baldosas de tamafio |H|, entonces, por pura
aritmética finita:

|G| =m X |H|
El volumen de H debe dividir al volumen de G.

No hemos apelado a la autoridad de Lagrange ni de Jordan. Hemos demostrado que,
en cualquier espacio de estados generado por transiciones reversibles, la simetria
interna (el subgrupo) actiia como un cristal que baldosa el espacio macroscépico sin
dejar huecos ni superposiciones. El Teorema de Lagrange es, en rigor, la ley de
conservacion del volumen en los espacios de estados discretos.

6. Homomorfismos: Simulaciones, compresion y la ceguera
instrumental

En la matematica clasica, cuando se comparan dos grupos, se utiliza el concepto de
homomorfismo: una funcién f: G — H que “preserva la operacion” (f(a - b) = f(a)
f(b)). Esta definicién, aunque sintacticamente correcta, oculta el significado fisico y
computacional de la operacidn.

En nuestra ontologia, un homomorfismo no es una mera funcién entre conjuntos; es
un protocolo de simulacion o compresion de generadores. Ocurre cuando un
agente decide mapear un espacio de estados complejo en uno mas simple, aceptando
perder cierta resoluciéon estructural, pero garantizando que la gramdtica de las
transiciones se mantenga intacta.

Para ilustrarlo, debemos evitar la trampa del continuo. No usaremos el grupo de
rotaciones continuas SO(2) (un grupo divisible que matematicamente no admite
homomorfismos no triviales a grupos finitos). Usaremos espacios estrictamente
discretos.

El ejemplo del odometro y el reloj (Z — Z,,): Considere un agente que cuenta pasos
discretos en una linea (el grupo aditivo de los enteros Z). Cada paso unitario es una
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transicion +1. Ahora, el agente conecta este contador al mecanismo de un reloj de 12
horas (Z,;). La regla de mapeo es: “Por cada paso en la linea, avanza una hora en el
reloj”. Si en la linea el agente avanza 3 + 4 = 7 pasos, en el reloj la manecilla avanza
exactamente 3 + 4 = 7 horas. La gramatica aditiva se simula a la perfeccidn.

;Qué se pierde? Aqui entra el concepto fundamental del Nucleo (Kernel). El nuicleo es
el subgrupo de transiciones cuyo efecto sobre el estado es inferior a la resolucién del
sistema de medicién destino; son las operaciones que el instrumento comprimido
declara como indistinguibles de la identidad. En nuestro reloj, cualquier avance que
sea multiplo exacto de 12 pasos (12Z) deja la manecilla exactamente en las 12. El
nucleo es la resolucién ignorada: la ceguera voluntaria del instrumento ante las
vueltas completas.

La compresion de simetria en D, (D, — Z,): El mismo principio opera sobre el
cuadrado fisico que construimos. Supongamos que un sensor éptico solo es capaz de
detectar si el cuadrado muestra su cara frontal o su cara trasera, siendo
completamente ciego a las rotaciones en el plano. Este sensor ejecuta un
homomorfismo desde D, hacia el grupo binario de paridad Z, = {0,1}. Las cuatro
rotaciones puras {e,r, rz,r3} no voltean el cuadrado, por lo que son absorbidas por el
nucleo (kerf = Rotaciones). Los cuatro volteos se mapean a 1.

Pero, ;cudndo el espacio destino hereda una estructura de grupo valida? Solo cuando
el nicleo es un Subgrupo Normal. Operacionalmente, un subgrupo H es normal si la
“ceguera” que induce es invariante bajo cambio de perspectiva (gHg~! = H). Solo asi
el espacio cociente G /H (el espacio visto a través de la ceguera del instrumento) posee
una gramatica de generadores consistente, donde las transiciones no dependen del
representante elegido.

El célebre Primer Teorema de Isomorfismo se revela asi como una verdad
operativa evidente: El espacio de estados simplificado que registra el instrumento es
isomorfo al espacio original una vez que se colapsan todas las trayectorias que caen bajo
la ceguera del instrumento (el ntcleo). Dos estructuras algebraicas son
operacionalmente idénticas (isomorfas) si existe una biyeccién entre sus espacios de
estados que preserva la gramatica de transiciones hasta un renombrado de etiquetas.

7. La termodinamica de la simetria: El puente con la fisica de
Noether

Podria parecer que estas construcciones de cuadrados, baldosas y relojes son meros
juegos combinatorios. Pero el dlgebra de los generadores es, de hecho, el lenguaje mas
profundo que posee la fisica tedrica para describir las leyes del universo.

En 1918, la matematica Emmy Noether public6 el teorema que cambiaria para
siempre la fisica: cada simetria continua y diferenciable en la accién integral de
un sistema fisico corresponde a una ley de conservacion.

Nota de honestidad epistémica: El lector notara que aqui el generador ya no es un paso
discreto (r o s), sino una tasa infinitesimal de cambio (un generador de Lie). El
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tratamiento riguroso de este transito —de la coreografia discreta a la simetria
continua y al espacio de fases simplectico— es tarea del Tomo V (Fisica Operacional).
Aqui solo anticipamos la analogia estructural.

;Qué significa esto en nuestro vocabulario operativo? Significa que si el generador de
la evolucién temporal del universo (el Hamiltoniano, que dicta cémo cambia el
sistema paso a paso) conmuta con otro generador de simetria, entonces hay una
propiedad del sistema que el generador temporal no puede alterar. Operativamente,
conmutar significa que el orden de las mediciones no importa: si el agente mide el
observable asociado a la simetria antes o después de la evolucion temporal, el estado
final es idéntico. * Si el espacio de estados es invariante bajo traslaciones espaciales, se
conserva el momento lineal. * Si es invariante bajo rotaciones, se conserva el
momento angular. * Si es invariante bajo desplazamientos temporales, se conserva la
energia.

Las leyes de conservaciéon de la fisica no son decretos divinos ni axiomas empiricos
aislados. Son la consecuencia topolégica de que el espacio de estados del universo
posee generadores que “baldosan” el sistema sin interferir con su dindmica interna.
Cuando un fisico teérico busca una nueva particula o una nueva fuerza, lo que
realmente esta haciendo es buscando “generadores ocultos” en el grafo de Cayley del
universo, intentando completar el dlgebra de las simetrias observables.

8. Hacia la aritmética de los ciclos y Ejercicio de Pensamiento

Hemos redefinido las estructuras algebraicas. Hemos demostrado que un grupo no es
un conjunto, sino un espacio de estados finito (o potencialmente infinito) navegado
por un agente mediante generadores locales y relaciones de reescritura. Hemos
despiezado el Teorema de Lagrange demostrando que es una ley geométrica de
empaquetamiento de clases laterales, y hemos revelado que los homomorfismos son
protocolos de compresién donde el nucleo dicta la resolucion perdida.

Pero hay un espacio de estados algebraico que es, al mismo tiempo, el mas simple y el
mas omnipresente en la computacion y la fisica. Es el espacio de estados donde la
linea recta se muerde la cola y se convierte en un circulo. Es el espacio donde la
adicién, al alcanzar un umbral, colapsa y reinicia su cuenta desde cero. Este espacio
surge naturalmente cada vez que un agente con memoria finita cuenta los residuos de
una division.

En el préximo capitulo, abandonaremos las simetrias geométricas para adentrarnos
en la aritmética modular. Descubriremos que los anillos finitos (Z/NZ) son los
espacios de estados ciclicos por excelencia, y que las propiedades de sus generadores
multiplicativos son la base sobre la que se sostiene la termodinamica del secreto y la
criptografia moderna.
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Capitulo 15: Aritmética modular, el laberinto del logaritmo
discreto y la termodinamica del secreto

1. El candado de cristal y la asimetria del tiempo computacional

Imagine el lector que desea enviar un mensaje confidencial a través de una plaza
publica abarrotada de espias. La intuicion fisica clasica dicta que la Unica forma de
proteger la informacién es ocultarla en un tdnel privado o cifrarla con una clave
simétrica que tanto el emisor como el receptor hayan acordado previamente en
secreto, lejos de miradas indiscretas.

Sin embargo, en 1976, Whitfield Diffie y Martin Hellman, seguidos poco después por
Ron Rivest, Adi Shamir y Leonard Adleman (creadores de RSA), lograron lo que la
fisica macroscépica consideraria una paradoja: demostrar que es posible enviar un
secreto en una “caja de cristal” que cualquiera puede cerrar, pero que solo el
destinatario legitimo puede abrir. Este milagro de la ingenieria de la informacién no se
basa en la ocultacién fisica, sino en una propiedad mucho mas profunda y sutil: la
asimetria termodinamica de ciertas operaciones algebraicas.

En la naturaleza macroscépica, estamos acostumbrados a procesos irreversibles:
mezclar dos pinturas de colores distintos es una operacion trivial que toma segundos;
separarlas de nuevo en sus componentes originales es una tarea termodindmicamente
prohibitiva que requeriria un trabajo molecular colosal. La matematica clasica, al
operar en un cielo platénico donde las operaciones son instantdneas, gratuitas y
carentes de friccion, es ciega a esta asimetria. Para el matematico clasico, si una
funcién es biyectiva, su “inversa” existe como un objeto estatico y accesible con el
mismo estatus ontolégico que la funcion directa.

Pero en nuestro marco operativo, regido por el Axioma de No-Reificaciéon (ANR) y los
limites fisicos de la computacién, calcular no es contemplar; es gastar energia y
tiempo. Aplicando la Gramadtica de la Reificacién, denunciamos el error clasico: esta
prohibido reificar la “funcién inversa” como una entidad matematica que simplemente
“esta ahi”. Lo que existen son dos generadores distintos: Ggirecto ¥ Ginverso- Y Ocurre
que Ggirecto €S computacionalmente trivial (requiere un presupuesto de escala k
minudsculo), mientras que Gjnyerso CONstituye un laberinto tan vasto que su ejecucion
excederia la capacidad termodinamica de una estrella.

En este capitulo, desmantelaremos la aritmética modular para revelar que no es un
mero juego de residuos y relojes, sino la topologia de los laberintos computacionales.
Demostraremos que la criptografia moderna es, en su nivel mas fundamental, la
aplicacion de la termodinamica de la informacién para construir muros de contencién
hechos de pura complejidad algoritmica.
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2. El anillo finito, los divisores de cero y la anatomia de las
unidades

Comencemos construyendo nuestro espacio de estados. Si tomamos un entero
positivo N (el moédulo) y consideramos todos los posibles residuos de dividir
cualquier ndmero entero por N, obtenemos un conjunto finito de estados:
{0,1,2,..., N — 1}. Este espacio, denotado clasicamente como el anillo Z/NZ, opera
como una maquina de estados finitos con aritmética de reloj: cuando la suma o la
multiplicacion excede el limite N — 1, el sistema “da la vuelta” y colapsa sobre si
mismo mediante la operacion modulo.

Bajo nuestra terna fundacional (G, k,p), la precisién en este dominio es exacta y
categorial (p = 0): no hay ruido instrumental ni aproximaciones métricas, solo
transiciones discretas, deterministas y libres de error.

Sin embargo, si queremos usar este espacio para cifrar informacién, necesitamos que
las operaciones sean reversibles. Si multiplicamos un estado x por una clave a,
debemos poder multiplicar el resultado por alguna “clave inversa” a~! para recuperar
x. Aqui surge el primer peligro fisico: los divisores de cero.

Supongamos que N = 15. Si tomamos el estado x = 3 y lo multiplicamos por 5,
obtenemos 15, que al aplicar el médulo colapsa a 0.

$$3 \times 5 \equiv 0 \pmod{15}$$

Acabamos de destruir informacion. Dos estados distintos y no nulos (3 y 5) han
colisionado en la identidad aditiva (0). Si un agente recibe el estado 0, es
matematicamente imposible saber si provenia de multiplicar 3 X5, 6 X 10, o
simplemente 0 X 7. La maquina de estados ha sufrido una fusidon de trayectorias; la
transicion no es biyectiva y, por tanto, es irreversible.

Para garantizar la reversibilidad, el agente debe restringir su espacio de estados
exclusivamente a aquellos nimeros que no compartan ningun factor con N. Es
decir, los numeros coprimos con N. ;Como verifica operativamente un agente esta
pertenencia? Ejecutando el Algoritmo de Euclides entre el candidato a y el mddulo
N. Si el maximo comun divisor mcd(a, N) = 1, el estado es navegable y posee inverso;
si es mayor que 1, el estado es un divisor de cero y debe ser descartado.

Este subconjunto de estados “sanos”, donde la multiplicacién es siempre una
transicion biyectiva, forma el Grupo de Unidades, denotado como (Z/NZ)*.

El volumen total de este espacio de estados seguro no es N, sino que esta dictado por
la Funcion ¢ de Euler. Si elegimos un médulo N que sea el producto de dos nimeros
primos gigantescos, N = p - g, el volumen de nuestro espacio de estados navegables es
exactamente p(N) = (p — 1)(q — 1).

Despiece forense de ¢(N): ;De donde sale esta férmula? No es un decreto magico,
sino una consecuencia directa del principio de inclusion-exclusidon aplicado a un
espacio finito. 1. El espacio total tiene N = p - q estados (desde 1 hasta N). 2. Debemos
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expulsar a todos los multiplos de p. Como N = p - g, hay exactamente g multiplos de p
en el intervalo. 3. Debemos expulsar a todos los multiplos de q. Hay exactamente p
multiplos de q. 4. Si restamos ambos, hemos contado dos veces el numero N (que es
multiplo de p y de q), por lo que debemos sumarlo de vuelta (aunque en el grupo de
unidades el 0 o N no se incluye, la l6gica de conteo de coprimos estrictos menores que
N nos da):

p(N)=N-p—-q+1

5. Factorizando la expresion algebraica:

pq—-p—q+1=p(@-1)-1@-D=@P-D(@-1)

Este nimero, ¢(N), es el “tamafio del tablero de ajedrez” sobre el cual se jugara el
juego del secreto. Conocer ¢(N) es algebraicamente equivalente a conocer los factores
primos p y q (pues si conocemos N y ¢(N), podemos calcularp+qg=N—-¢p(N)+ 1y
resolver la ecuacién cuadrética t? — (p + q)t + N = 0 para hallar las raices py q). Y
aqui yace la primera trampa: factorizar un nimero de 2048 bits para encontrar p y q
es un problema computacionalmente asimétrico.

3. La conservacion de los ciclos: El despiece geométrico del
Teorema de Euler

En los manuales clasicos, se ensefia el Teorema de Euler como una férmula que el
estudiante debe memorizar: “Si a es coprimo con N, entonces $a”{\phi(N)} \equiv 1
\pmod N$”. Nosotros no apelaremos a la autoridad de Euler. Vamos a demostrar por
qué esto es una necesidad geométrica ineludible utilizando la ley de
empaquetamiento que descubrimos en el Capitulo 14 (el Teorema de Lagrange).

Anclaje Forense (N = 7): Considere el cuerpo primo Z/77Z. Su grupo de unidades
tiene un volumen ¢(7) = 6. Los estados navegables son {1,2,3,4,5,6}. Elija el estado
a = 3. Vamos a usarlo como generador de transiciones (multiplicar por 3 modulo 7). *
k=1:3'=3*k=2:32=2*k=3:33=6*k=4:3"=4*k=53"=5*k=
6:3°% = 1 (El ciclo se cierra, el orden es d = 6).

Ahoraelijaa=2.*k=1:21=2*k =2:22=4*k = 3:23 = 1 (El ciclo se cierra, el
ordenesd = 3).

La demostraciéon por empaquetamiento de baldosas: El ciclo generado por a (de
longitud d) forma un subgrupo H dentro del grupo de unidades U (de volumen ¢ (N)).
Por el Principio de No-Colision de Trayectorias Reversibles (demostrado via
clases laterales en el Capitulo 14), este subgrupo H actiia como una “baldosa” rigida
que tesela el espacio total U sin dejar huecos ni superposiciones. Por lo tanto, el
espacio total ¢(N) queda perfectamente embaldosado por m copias disjuntas del ciclo
H (de volumen d). La aritmética mas basica nos dicta que:

¢(N)=mxd
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Esto significa que la longitud de cualquier ciclo d debe dividir exactamente al
volumen total del espacio ¢(N).

Si elevamos a a la potencia ¢(N), estamos dando ¢(N) pasos en el generador. Pero
como ¢(N) es un multiplo exacto de la longitud del ciclo d (es decir, $(N) = m - d),
dar ¢(N) pasos equivale a dar m vueltas completas al ciclo. Y dar vueltas completas
siempre nos devuelve al origen.

$$a~{\phi(N)} = (a*d)"m \equiv 1°m \equiv 1 \pmod N$$

No hay magia. El Teorema de Euler es simplemente la constataciéon topolégica de que,
en un espacio de estados finito y reversible, las trayectorias ciclicas deben teselar el
espacio. Es la ley de conservacion del volumen algebraico.

4. Las dos grandes trampas: RSA y el Laberinto del Logaritmo
Discreto

Habiendo establecido la anatomia del espacio, estamos listos para construir las
“funciones trampa” que sostienen la seguridad de internet. Debemos distinguir dos
primitivas criptograficas que la literatura popular a menudo confunde.

A. La Trampa de la Radicacion Modular (El protocolo RSA) En RSA, el médulo es
compuesto (N =p-q). El agente receptor genera N y conoce el volumen secreto
¢(N). Elige un exponente publico e (coprimo con ¢(N)) y calcula privadamente su
inverso multiplicativo d tal que:

$$e \cdot d \equiv 1 \pmod{\phi(N)}$$
Esto significaquee-d = 1+ k - ¢(N) para algin entero k.

Cuando un emisor quiere cifrar un mensaje m, calcula $y = m”e \pmod N$. Coste
computacional (Exponenciacion Binaria): Aunque e sea un nimero astronémico (por
ejemplo, de 256 bits), el agente no necesita dar e pasos. Utilizando el algoritmo de
exponenciacion binaria (elevar al cuadrado y multiplicar), el coste k se reduce
drasticamente. Despiece Forense: Para calcular g3, el agente no multiplica g por si
mismo 13 veces. Escribe 13 en binario (1101, = 8 + 4 + 1). Calcula g2, g%, g®
mediante elevaciones al cuadrado sucesivas (solo 3 pasos), y luego multiplica g& - g* -
gt. El coste es logaritmico: O(loge). La operacién es rapida, barata y
termodinamicamente trivial.

El golpe maestro del descifrado: El atacante ve y y conoce e y N, pero no ¢(N). Extraer
la raiz e-ésima sin ¢(N) exige factorizar N. Pero el destinatario legitimo, en posesion
de d, ejecuta:

$$y~d \equiv (m”e)*d \equiv m*{e \cdot d} \equiv m*{1 + k\phi(N)} \equiv m"1
\cdot (m”{\phi(N)})*k \pmod N$$

Por el Teorema de Euler, m?®) = 1. Por tanto, $y*d \equiv m \cdot (1)*k \equiv m
\pmod N$. El Teorema de Euler es la llave que abre el candado.
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B. El Laberinto del Logaritmo Discreto (Diffie-Hellman) Aqui operamos en un
cuerpo primo [F; (o un subgrupo ciclico de orden primo g). El problema se traslada al
exponente: dado $y = g”"x \pmod p$, hallar x. La operacion directa x » g* se calcula
en tiempo logaritmico. Pero la inversa es un laberinto pseudoaleatorio. La operacién
modulo pliega el espacio de forma cadtica, destruyendo cualquier nocion de cercania
geométrica o “gradiente”. Si el agente esta en el estado y y quiere “retroceder” hasta el
1, no hay ninguna brujula que le indique si debe multiplicar o dividir para acercarse al
origen.

Para encontrar x sin conocer la “trampa”, el agente adversario debe explorar el
laberinto. Los mejores algoritmos clasicos conocidos para este problema (como la
Criba del Campo Numérico) requieren un presupuesto de escala k que crece
subexponencialmente con el tamafio de p. Para un primo de 2048 bits, el coste es del
orden de 2112 operaciones. Hemos creado una asimetria abismal: construir el candado
cuesta 0 (logx) pasos; forzarlo cuesta 2112 pasos.

5. El Mdédulo de Seguridad y los muros termodinamicos

En el andlisis clasico, la seguridad se trata como una propiedad binaria. En nuestra
matematica operativa, la seguridad se formaliza mediante el Médulo de Seguridad,
integrandolo en nuestra terna (G, k, p).

El Modulo de Seguridad es un generador Ggeg que, dado el tamafio del laberinto N y el

presupuesto de recursos fisicos del adversario k,q4,, devuelve la probabilidad de éxito
del ataque pataque- El sistema es seguro si paraque < Prolerancia (donde Prolerancia €S UN €

infinitesimal, por ejemplo 1077).

Aqui es donde debemos hacer una distincién epistémica crucial entre Terminacion
Légica (PTO) y Factibilidad Fisica. El Principio de Terminacién Ontolégica (PTO)
exige que toda operacion legitima termine. El algoritmo de fuerza bruta para hallar un
logaritmo discreto o una clave simétrica termina légicamente tras k = 225 pasos. No
es un bucle infinito; es un proceso finito. Sin embargo, su factibilidad fisica es nula. La
seguridad no deriva de una imposibilidad légica, sino de una barrera
termodinamica.

Hagamos el despiece forense de lo que significa “forzar” una clave de 256 bits
mediante busqueda exhaustiva en un espacio sin estructura algebraica explotable: 1.
El limite de Landauer (Energia): Borrar un bit de memoria durante la exploracién
de un camino equivocado disipa una cantidad minima de calor: E = kgzTIn2. A la
temperatura del fondo c6smico de microondas (T = 2.7 K), borrar un bit cuesta =
3.7 x 10723 Julios. Para 22°¢ ~ 1077 operaciones, la energia total requerida es ~ 10°*
Julios. La energia total emitida por el Sol en sus 10 mil millones de afios de vida es de
apenas 10** Julios. El atacante necesitaria la energia de diez mil millones de soles. 2.
El limite de Bekenstein (Memoria): Si el atacante intenta precomputar y almacenar
los estados intermedios del laberinto (ataques de tabla), la densidad de informacion
requerida en un volumen finito excederia el Limite de Bekenstein. La masa-energia de
la memoria colapsaria en un agujero negro antes de que el computo pudiera ser leido.
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3. La cota de Bremermann y Margolus-Levitin (Velocidad): La mecanica cuantica
dicta que un sistema fisico con una masa-energia E no puede transicionar entre
estados ortogonales (operaciones légicas) a una velocidad mayor que 2E/h. Un
kilogramo de materia no puede procesar mas de ~ 10°° operaciones por segundo.

Por lo tanto, el Mddulo de Seguridad nos revela una verdad asombrosa: La privacidad
de sus comunicaciones no esta protegida por las leyes de la matematica
abstracta, sino por la termodinamica, la relatividad general y la mecanica
cuantica. El secreto es inviolable porque el universo fisico no posee la energia, la
memoria ni el tiempo suficientes para computar la inversa.

6. Honestidad epistémica: Funciones Unidireccionales y el
fantasma cuantico

Seria intelectualmente deshonesto por nuestra parte afirmar que esta seguridad es
una “verdad demostrada” con el mismo estatus que el Teorema de Lagrange.

Es un error comun en la divulgacion afirmar que la criptografia descansa sobre la
conjetura P # NP. Esto es técnicamente inexacto. P # NP es una afirmacion sobre el
peor caso de problemas NP-completos. Sin embargo, la factorizacién de enteros y el
logaritmo discreto residen en una clase intermedia (NP N co — NP) y dificilmente son
NP-completos. La criptografia exige dureza en el caso promedio. Por lo tanto, el
Moédulo de Seguridad descansa sobre una conjetura mas especifica y fragil: la
existencia de Funciones Unidireccionales (One-Way Functions); es decir,
funciones que son faciles de evaluar por Ggirecto PEro cuya inversion por cualquier
Ginverso Probabilistico requiere un k superpolinémico.

Ademas, en 1994, Peter Shor demostré que una Maquina de Turing Cuantica podria
explotar la superposiciéon y la Transformada Cuantica de Fourier para encontrar el
periodo del ciclo (y por ende, factorizar N o resolver el logaritmo discreto) en tiempo
polinémico O((logN)3). En nuestra ontologia (G, k,p), la computacién cuantica no
viola el PTO, sino que altera radicalmente la naturaleza del Generador G. El algoritmo
de Shor es, en esencia, una forma de interferir constructivamente las trayectorias
correctas del Grafo de Cayley y destruir las incorrectas, reduciendo el presupuesto k
de astronomico a trivial. Si la humanidad logra construir computadoras cuanticas
escalables con correccidn de errores, la fosa termodinamica del logaritmo discreto y
de RSA quedara neutralizada. Hasta ese dia, la aritmética modular sigue siendo el
escudo termodindmico de la civilizacion digital.

7. Hacia la geometria de los generadores no uniformes

Hemos cerrado el circulo de las estructuras algebraicas finitas. Hemos visto como los
grupos y los anillos no son conjuntos estaticos, sino espacios de estados navegables
(Grafos de Cayley) donde las leyes de conservaciéon (Lagrange, Euler) dictan la
topologia de los ciclos. Hemos demostrado que la “funcién inversa” no es un objeto
platénico, sino un generador cuyo coste k choca contra los limites de Landauer y
Bekenstein.
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Pero el mundo fisico y las redes de informacién no siempre operan sobre las simetrias
perfectas y homogéneas de los grupos ciclicos o los anillos modulares. Las redes
sociales, la arquitectura de internet, las interacciones proteinicas y la propia
estructura causal del espacio-tiempo operan mediante topologias irregulares, donde
las reglas de transicién cambian de un nodo a otro y no hay una aritmética de reloj
que las unifique.

Para cartografiar esos territorios, la algebra homogénea no es suficiente. Hemos
estudiado la accesibilidad en grafos de Cayley altamente simétricos; ahora debemos
abandonar la simetria algebraica para estudiar la topologia de la accesibilidad
computacional en estado puro. Necesitamos la geometria de los generadores no
uniformes. Necesitamos la teoria de grafos.
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Capitulo 16: Teoria de grafos: La topologia de la accesibilidad, el
horizonte del agente y las transiciones de fase

1. La ilusion cartografica y el laberinto de Teseo

Cuando la matematica clasica nos introduce en la teoria de grafos, suele hacerlo
mediante una definicibn que parece inofensiva pero que esconde una trampa
ontoldgica profunda. Se nos dice que un grafo es un par ordenado (V,E), donde V es
un conjunto de vértices y E es un conjunto de aristas. Acto seguido, se nos muestra un
dibujo: unos puntos unidos por lineas sobre un papel, o, en su versién mas algebraica,
una inmensa “matriz de adyacencia”, una tabla cuadrada donde un “1” indica conexion
y un “0” indica ausencia de ella.

Desde la perspectiva de nuestra ontologia operativa y del Axioma de No-Reificacion
(ANR), esta definicion es una ilusion cartografica. Asume la existencia de un “ojo de
Dios”, un observador omnisciente que puede sobrevolar la totalidad de la red,
contemplar todos los nodos simultdneamente y almacenar la matriz de adyacencia
completa en su memoria.

Pero en el universo fisico y computacional, las redes no se experimentan como mapas
estaticos; se experimentan como laberintos. Considere a Teseo entrando en el
laberinto de Creta. Teseo no poseia el plano arquitecténico del laberinto. Si lo hubiera
tenido, el problema del Minotauro habria sido un trivial ejercicio de busqueda visual.
Lo que Teseo poseia era algo mucho mas fundamental y operativo: una regla de
transicion local (puedo moverme a las salas adyacentes) y un protocolo de memoria
finita (el hilo de Ariadna).

La Gramatica de la Reificacion en Redes * El Error Clasico (El Mapa): “El Grafo existe como un objeto
completado. Su matriz de adyacencia es una totalidad estatica. Su didmetro es un nimero absoluto.” * La
Realidad Operativa (El Territorio): “Existe un Generador de Adyacencia local. Un agente con presupuesto k
construye una vista parcial (su Horizonte). El ‘didmetro’ es la hipétesis de que existe un k suficiente para
saturar la potencialidad del generador.” * El ANR en accion: Prohibimos tratar la clausura transitiva global
como un dato de entrada. Solo la adyacencia local es el primitivo ontoldgico.

En este capitulo, desmantelaremos la nocién del grafo como un “dibujo” o una
“matriz” para reconstruirlo como lo que realmente es en la naturaleza: un protocolo
de accesibilidad local. Descubriremos que la topologia de una red no es una
propiedad geométrica de puntos en el espacio, sino la fisica de cdmo la informacion, la
energia o un agente finito se propagan a través de un tejido de interacciones discretas.

2. El Generador de Adyacencia, el Horizonte Epistémico y la
Memoria

Abandonemos la idea de que un nodo es un “punto en el espacio”. En nuestro marco,
un nodo es un estado del sistema o una estaciéon de medicion. Y las aristas no son
“lineas”; son las transiciones permitidas por las leyes locales del sistema.
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Bajo nuestra terna fundacional (G, k, p), un grafo se redefine de la siguiente manera: *
El Generador (G): Ya no es una matriz global, sino una funciéon parcial computable
de adyacencia local. Es el protocolo que, al ser interrogado por el agente en un nodo
cualquiera x, devuelve la lista finita de vecinos inmediatos a los que el agente puede
saltar en un solo paso. El agente no “ve” el grafo; el agente interroga al generador. * La
Escala (k): Aqui adquiere una dimension espacial y temporal: es el radio de
exploracion o el numero de saltos que el agente puede permitirse dar desde su
origen. * La Precision (p): En redes deterministas, p = 0 (la conexion existe o no
existe con certeza categorial). Pero cuando abordemos redes estocasticas, usaremos la
letra griega m para denotar la probabilidad topoldgica de que un enlace exista,
mientras que p seguira siendo la cota de incertidumbre epistémica del agente sobre su
propio mapa.

Esta redefinicién tiene una consecuencia epistémica y fisica cardinal, anclada en el
realismo operativo: el grafo global existe objetivamente en el entorno como una
regla generadora de interacciones potenciales; pero para cualquier agente fisico finito,
solo se actualizan aquellos estados que caen dentro de su Horizonte Epistémico,
delimitado por su presupuesto de escala k. Si usted estd en una red social y su escala
de exploracién es k = 1, su universo empirico se reduce a sus amigos directos. El resto
de los miles de millones de nodos son, para usted, una potencialidad no computada.

El coste del Hilo de Ariadna (k,,.,;,): Teseo usaba su hilo para marcar el camino y
poder retroceder, una estrategia que hoy llamamos Busqueda en Profundidad (DFS).
Pero para cartografiar el horizonte de manera eficiente, el agente debe usar una
estrategia hermana: la Busqueda en Anchura (BFS). Esto requiere que el agente
almacene en su memoria la “frontera” de nodos descubiertos. La memoria ke €S,
por tanto, un recurso termodinamico escaso. Un agente con gran capacidad de
movimiento (k alto) pero sin memoria (k,,e;m = 0) estd condenado a vagar como un
borracho; un agente con memoria infinita viola los limites fisicos del universo. La
topologia de la red y la complejidad espacial del agente estan indisolublemente
unidas.

3. La onda de descubrimiento (BFS) y los Mundos Pequeiios

:.Como cartografia un agente finito un territorio que no puede ver en su totalidad? El
algoritmo de Busqueda en Anchura (BFS) no es simplemente una receta de
programacion; es la simulacidon de una onda de choque o de una mancha de tinta que
se expande en un papel secante.

e En el paso k =1, el agente envia un pulso a todos sus vecinos inmediatos. Ha
iluminado su “esfera” de radio 1.

e En el paso k = 2, cada uno de esos vecinos envia el pulso a sus propios vecinos.
La onda avanza.

o En el paso k, 1a onda ha alcanzado la frontera de lo desconocido.

Este proceso nos permite definir operativamente uno de los conceptos mas profundos
de la teoria de redes: el Diametro. El didmetro no es una medida fisica en metros, ni
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un numero platénico suspendido en el cielo de las matematicas. Es la resistencia
geodésica global del sistema: el valor maximo de k (el ndmero de saltos) que la
onda de descubrimiento debe dar para asegurar que ha tocado el rincdn mas remoto y
aislado de la red.

El misterio de los “Mundos Pequeiios” y la Concentracion de Medida: A mediados
del siglo XX, el psicologo Stanley Milgram constaté empiricamente que la red social
humana poseia un didmetro sorprendentemente reducido (k = 6). Tres décadas mas
tarde, Duncan Watts y Steven Strogatz desentrafiaron el mecanismo matematico
subyacente: basta con introducir una fracciéon diminuta de enlaces aleatorios de largo
alcance en una red altamente regular para que el diametro promedio colapse de forma
exponencial sin destruir la cohesion local.

Estos “atajos” pliegan el espacio topolégico. En un mundo pequeio, la escala k
requerida para conectar dos nodos cualesquiera crece apenas como el logaritmo del
volumen total (k ~ logN). Pero, ;como puede un agente finito confiar en que su
horizonte local es representativo de esta inmensidad? Aqui entra un teorema
profundo de la probabilidad: la Concentraciéon de Medida. En redes grandes y bien
conectadas, las fluctuaciones estadisticas se suprimen exponencialmente. El
comportamiento tipico de la red es abrumadoramente probable. Esto permite al
agente hacer inferencias globales (como estimar el diametro) mediante muestreos
locales, sin necesidad de reificar la red completa. La informacién puede saturar el
sistema casi instantdneamente, mucho antes de que cualquier agente individual pueda
comprender la magnitud del tejido que habita.

4. Caminatas aleatorias, el Laplaciano Discreto y la Termodinamica

Hasta ahora, hemos asumido que el agente es inteligente: usa el algoritmo BFS,
gestiona su memoria k., v se expande de manera ordenada. Pero, ;qué ocurre
cuando el agente carece de memoria, de brdjula o de intencién? ;Qué ocurre cuando el
movimiento a través del grafo es dictado por el puro azar?

Entramos en el dominio de la Caminata Aleatoria. Bajo el Principio de Terminacién
Ontologica (PTO), no podemos permitir que el agente vague infinitamente. Por lo
tanto, la caminata aleatoria se define operativamente como un generador Gy, sujeto a
un presupuesto duro de pasos K,,,,. El agente amnésico (ke = 1) sacrifica la
certeza de la cobertura a cambio de la economia de recursos.

En la fisica clasica, este movimiento erratico es la base del movimiento browniano y
de la difusion del calor. Cuando usted calienta el extremo de una barra de metal, los
atomos vibran y transfieren su energia a sus vecinos de manera esencialmente
aleatoria. La ecuacion del calor de Fourier es, en su nivel mas fundamental, la ecuacién
maestra de una caminata aleatoria sobre un grafo.

El Laplaciano Discreto: El puente matematico universal entre la topologia de redes y
la fisica matematica es el Laplaciano del Grafo. En la fisica continua, la propagacion
del calor est4 impulsada por el operador laplaciano V2, que mide cémo una magnitud
difiere de su entorno. En nuestra matematica discreta, este operador no requiere
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derivadas infinitesimales; emerge de forma natural. Para cada nodo, el Laplaciano
discreto evaluda la diferencia exacta entre el estado actual de ese nodo y el promedio
de los estados de sus vecinos inmediatos. Si un nodo esta mas “caliente” (posee mayor
concentracion de informacién o energia) que su entorno, la caminata aleatoria
transporta el exceso hacia la vecindad.

La topologia de un grafo dicta las leyes de escalamiento de su difusién termodinamica,
imponiendo mayores o menores fricciones combinatorias. En una cadena lineal, el
tiempo de difusién escala cuadraticamente con la distancia. Pero en redes con
concentradores (hubs) o enlaces preferenciales (como demostraron Albert-Laszlo
Barabasi y Réka Albert en sus redes “libres de escala”, analogas a los aeropuertos
centrales o los routers de internet), el Laplaciano redistribuye la energia con una
velocidad vertiginosa.

El Tiempo de Cobertura (el nimero esperado de pasos K,,,, para que una caminata
aleatoria visite todos los nodos) y su dual, el Tiempo de Mezcla (el tiempo necesario
para que el agente “olvide” su origen y su posicion sea estadisticamente indistinguible
del equilibrio térmico), son las medidas operativas de la entropia estructural de la red.
Nos dicen cuanta energia y tiempo debe disipar un agente ciego para “conocer” su
entorno o para perderse en él.

5. Percolacion, gelificacion y la ventana critica finita

Llegamos ahora al punto donde la matematica discreta y la fisica tedrica colisionan y
se revelan como el mismo lenguaje.

Imagine una red inmensa, como la corteza terrestre, o una red eléctrica, o una
sociedad humana. Inicialmente, todos los enlaces estan activos con una probabilidad
topologica m = 1. Lared es un solo bloque monolitico, un “componente gigante” donde
es posible viajar desde cualquier nodo a cualquier otro. Ahora, introduzcamos el
deterioro, el ruido o la censura. Comenzamos a eliminar enlaces al azar
(disminuyendo 7). * Al principio, la red apenas lo nota. Se pierden algunas conexiones
periféricas, pero el componente gigante sigue intacto. * Seguimos eliminando enlaces.
La red comienza a fragmentarse en islas. * Y entonces, al alcanzar una densidad critica,
ocurre algo subito y catastréfico: el componente gigante colapsa. La red se rompe en
miles de archipiélagos aislados.

Este fendmeno, investigado formalmente por Broadbent y Hammersley en 1957, se
conoce como Percolacion.

La correccion del ANR: La Ventana Critica Finita La matematica clasica nos dice
que existe un “umbral de percolacién p.” exacto, pero esta es una reificacion del limite
termodinamico (N — o). En nuestro marco operativo, el infinito actual esta
prohibido. En cualquier grafo finito real (el universo, internet, un cristal), no hay un
umbral agudo e instantaneo. Lo que existe es una Ventana Critica Finita, denotada
como 1.(N,€): la probabilidad minima de enlace para que un agente con escala k
perciba un componente gigante con una confianza estadistica 1 — €. La fisica de la
transicion de fase es el estudio de como esta ventana se estrecha a medida que el
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sistema crece, imitando a lo infinito con una precisién que asusta, pero sin ser nunca
el infinito.

Analogias Fisicas Rigurosas: Gelificacion y Magnetismo Lo asombroso es que la
matematica que describe este colapso de la red es estructuralmente analoga —de
hecho, pertenece a la misma clase de universalidad— que la que describe transiciones
de fase en la materia condensada. 1. La Gelificacion (Flory-Stockmayer): Cuando los
polimeros en un liquido comienzan a entrecruzarse, alcanzan un umbral donde una
sola molécula gigante abarca todo el volumen. El liquido se transforma en un gel
solido. La conectividad macroscépica emerge de enlaces locales. 2. E1 Magnetismo
(Ising / Pierre Curie): Mediante la representacion de Fortuin-Kasteleyn, la
percolacion de enlaces es matemdaticamente isomorfa al modelo de Ising. Cuando un
material ferromagnético se enfria por debajo de la temperatura de Curie, los espines
magnéticos locales (nodos) alinean sus interacciones (aristas) hasta que la correlacién
percola el volumen, creando un iman macroscopico.

En el umbral critico exacto de la ventana finita, el sistema exhibe un comportamiento
extraordinario: la red se vuelve invariante de escala. Los tamafios de los cimulos
fragmentados dejan de tener una escala media y pasan a distribuirse segiin una ley de
potencias, manifestando una geometria fractal. Por debajo del umbral, Ila
accesibilidad global se desintegra; por encima, la materia y la informacion fluyen sin
friccion.

El Margen de Robustez Topologica de una red no se calcula sumando sus partes,
sino evaluando cuan cerca esta su gramdatica de conexiones de este abismo
termodinamico. Los sistemas complejos pueden absorber dafios inmensos sin mostrar
ningun sintoma externo, hasta que cruzan una frontera topoldgica invisible y colapsan
instantaneamente.

6. Hacia la fisica del espacio-tiempo causal (Una pregunta abierta)

Hemos completado nuestro recorrido por las estructuras finitas. En el Capitulo 14,
aprendimos que las simetrias algebraicas son coreografias de estados que baldosan el
espacio. En el Capitulo 15, descubrimos que los anillos modulares son laberintos
termodinamicos donde el secreto se protege mediante la escasez de energia en el
cosmos. Y ahora, en este Capitulo 16, hemos demostrado que los grafos no son dibujos
en un papel, sino los andamios de la accesibilidad, los medios por los cuales la
informacién difunde su calor y las estructuras que, al romperse, dictan las
transiciones de fase de la realidad.

Pero queda una pregunta final, una que servira de puente directo hacia el siguiente
tomo de nuestra obra. Durante siglos, la fisica ha tratado el espacio y el tiempo como
un “continuo”, un escenario pasivo, suave e infinito (el continuo de la recta numérica
que deconstruimos en el Tomo II) sobre el cual los actores (las particulas) vienen a
representar su obra.
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.Y si el espacio-tiempo no fuera el escenario? ;Y si la distancia entre dos eventos no se
midiera en metros, sino en el nimero minimo de saltos causales (k) que la
informacion necesita para viajar de uno a otro?

Aqui debemos ejercer la maxima humildad epistemolégica. Nuestra matematica
operativa no tiene la autoridad para decretar cual es la naturaleza ultima del cosmos.
Por un lado, programas de investigacion de vanguardia en gravedad cuantica, como la
Teoria de Conjuntos Causales (Causal Set Theory) o la Gravedad Cuantica de
Bucles, postulan precisamente esto: que el espacio-tiempo es una red causal discreta,
y que la métrica de Lorentz de la relatividad es solo la sombra macroscopica de un
grafo de eventos donde la distancia es, literalmente, el presupuesto de saltos k. La idea
de Wheeler de que la fisica emerge de la informacién (“It from bit”) encuentra aqui su
formalizacion natural. Por otro lado, programas igualmente serios y rigurosos, como
la Teoria de Cuerdas en su formulacion estandar o la Relatividad General clasica,
asumen que el continuo diferencial es una realidad fundamental e irrenunciable.

Nuestro marco no zanja esta disputa empirica. Lo que si hace es ofrecer el lenguaje
riguroso para que, si el universo resulta ser discreto, podamos describirlo sin caer en
las paradojas del infinito actual.

En el Tomo V: Fisica Operacional, abandonaremos las abstracciones de la aritmética
y la combinatoria para enfrentarnos al universo fisico. Y lo haremos armados con las
herramientas que acabamos de forjar. Demostraremos que la funciéon de onda no es
un fantasma que habita en un espacio continuo, sino un generador de probabilidades
en un grafo de estados. Veremos que la relatividad y la mecanica cuadntica pueden
leerse como las reglas de adyacencia y los limites de percolacion de la red causal mas
grande que existe.

La matematica ha dejado de ser un cielo platonico. Se ha convertido en la maquinaria
con la que intentamos descifrar el cosmos.
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TOMO V: FiSICA OPERACIONAL

Capitulo 17: El colapso de la funcion de onda como evento
termodinamico

1. El experimento fundacional: La plata, el iman y la mancha en el
cristal

No comenzaremos este tomo con abstracciones matematicas, sino con el olor a ozono
y el vacio de un laboratorio. Es febrero de 1922 en el Instituto de Fisica de la
Universidad de Frankfurt. Otto Stern y Walther Gerlach han montado un dispositivo
que cambiara para siempre nuestra comprensiéon de la naturaleza. En un horno de
grafito calentado a mil grados, una muestra de plata metdlica se evapora. Un sistema
de diafragmas colimadores deja pasar Unicamente un haz estrecho de atomos neutros
de plata, que viajan a cientos de metros por segundo a través de la oscuridad de una
camara de vacio.

En su trayectoria, el haz atraviesa un campo magnético intensamente inhomogéneo —
creado por una pieza polar afilada y una base ranurada plana— antes de impactar
contra una placa de vidrio enfriada. (Cuenta la leyenda histérica que el humo del
tabaco de baja calidad que fumaba Stern, rico en azufre, fue lo que permitio revelar la
mancha de plata sobre el vidrio al formarse sulfuro de plata negro).

La mecanica clasica predice que los atomos, actuando como pequefios dipolos
magnéticos orientados térmicamente al azar, deberian dispersarse en una mancha
continua y vertical sobre el vidrio. Sin embargo, lo que Stern y Gerlach observan al
retirar la placa es radicalmente distinto: no hay una mancha continua. Hay dos
manchas discretas, nitidas y separadas. Una arriba, una abajo. El espin del &tomo
de plata, una propiedad magnética intrinseca, solo puede adoptar dos valores
discretos respecto al eje del iman: “arriba” o “abajo”.

La fisica cuantica estandar, para formalizar este resultado, introduce un objeto
matematico: la funcién de onda, 1. Antes de entrar al iman, se nos ensefia, el atomo no
tiene un espin definido. Se encuentra en una superposicion de estados: Y = a| T) +

Bl ).

Aqui surge la pregunta forense que atraviesa todo este capitulo y, en gran medida,
toda la fisica del siglo XX: ;Qué es, fisicamente, esa superposicion? ;Donde estaba el
atomo mientras viajaba a través del campo magnético? ;Era una onda fantasmal que
se bifurcaba en dos caminos simultaneos? ;Y qué ocurre en el instante exacto en que
el &tomo toca el vidrio? La teoria estandar postula que la funcién de onda “colapsa”
instantaneamente a un solo estado (| T) o | |)) con una probabilidad dada por los
modulos al cuadrado de los coeficientes (|a|? y |8]?, 1a Regla de Born).
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¢{Qué mecanismo fisico provoca ese “colapso”? Durante casi un siglo, la comunidad
fisica ha aceptado este colapso como un postulado misterioso, o ha huido hacia
adelante reificando la matematica hasta el absurdo. En este capitulo, someteremos la
funcién de onda y su colapso al Axioma de No-Reificacion (ANR) y al Principio de
Terminacion Ontoldgica (PTO). Demostraremos que el colapso no es un salto
magico en un espacio platdnico, sino la convergencia de dos procesos fisicos distintos:
la decoherencia (que define el menu de resultados posibles) y la actualizacion
termodinamica irreversible (que precipita el resultado tnico).

2. La deconstruccion de la ilusidon: El espacio de Hilbert como
interfaz, no como territorio

El error fundacional de las interpretaciones tradicionales de la mecanica cuantica es el
mismo: la reificacion de la funcion de onda. Tratan ¥ como un sustantivo, como una
sustancia o una entidad fisica que undula en un “territorio” abstracto llamado espacio
de Hilbert.

Esta gramatica reificadora genera dos callejones sin salida histéricos:

1. El corte psicofisico (von Neumann / Wigner): En 1932, John von Neumann
formalizé la dicotomia entre el Proceso 2 (la evolucién unitaria, continua y
determinista de la ecuacion de Schrodinger) y el Proceso 1 (la proyeccion o
colapso discontinuo y probabilista al medir). Si todo el universo obedece al
Proceso 2, ;dénde ocurre el Proceso 1? Von Neumann, y mas tarde Eugene
Wigner, sugirieron que la cadena de entrelazamiento (&tomo — iman — vidrio —
retina = cerebro) solo se rompia al alcanzar la conciencia del observador. Esto
introduce un dualismo mistico inaceptable en la fisica. La interpretacién de
Copenhague (Bohr, Heisenberg) evitd la conciencia, pero postul6 un “corte”
arbitrario entre el sistema cuantico y el aparato clasico, sin especificar los limites
fisicos de dicha frontera.

2. La hipéstasis de Everett (Muchos Mundos): Para salvar la evolucion unitaria y
evitar el colapso, Hugh Everett Il (1957) propuso que la ecuacion de Schrodinger
es universal y nunca se detiene. La consecuencia ontoldgica inevitable es que
todas las ramas de la superposicidn se actualizan: el universo se “escinde” y en
una rama el experimentador ve la mancha arriba, y en otra rama, igualmente real,
ve la mancha abajo.

Desde la perspectiva de nuestra ontologia operativa, la interpretacion de Everett es la
violacion mas pura del Axioma de No-Reificacion en la historia de la fisica. Es
vital precisar que Everett no viola las leyes de conservacion de la energia ni la
termodinamica (las ramas no consumen materia o energia adicionales; son
componentes de un unico vector de estado unitario). El error de Everett es
estrictamente ontoldgico y computacional: reifica la Funcién de Onda Universal
como una totalidad actual completada. Trata la inabarcable red de posibilidades
algoritmicas y ramas causales desconectadas como un “objeto” que existe en acto.
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Postula la existencia real de historias que ningin agente interno al universo podra
jamas comparar, verificar o computar. Everett eleva el mapa (el generador de
predicciones) a la categoria de territorio infinito, ignorando que para un agente finito,
las ramas inaccesibles son, operacionalmente, inexistentes.

Bajo el ANR, la funcién de onda ¥ no es una onda fisica. No es una sustancia. El
espacio de Hilbert no es un “lugar” donde ocurren cosas; es el espacio de todas
las posibles reglas de prediccion que un agente puede construir. La funcién de
onda es un Generador de Expectativas (Gy): un catdlogo algoritmico, una regla de
inferencia relacional que un agente finito utiliza para asignar probabilidades a los
resultados de sus futuras interacciones con el mundo.

3. Definicion operativa: El estado cuantico bajo la terna (G, k, p)

Para disolver las paradojas, debemos traducir el formalismo cudntico a la terna
fundacional de la matematica operativa.

Antes de proceder, definamos operacionalmente qué es un Agente en este contexto:
Un agente es cualquier sistema fisico finito (un aparato de laboratorio, un fotén, un
observador humano) capaz de: (1) Preparar estados, (2) Acoplarse a otro sistema, (3)
Registrar un resultado macroscopico disipando entropia, y (4) Actualizar su
generador interno de expectativas. No requiere conciencia; requiere termodinamica.

Analicemos el experimento de Stern-Gerlach bajo (G, k, p):

* El Generador (Gy): La funcion de onda no describe el atomo aislado en el vacio.
Describe la relacién entre el protocolo de preparacién (el horno) y el protocolo de
medicion (el iman). Gy, es el algoritmo que sintetiza estas condiciones y calcula
las amplitudes de transicion hacia los macrostados accesibles.

e La Escala (k;,.4): En la medicién cuantica, la escala no es solo el tiempo. k;,cq
representa la complejidad termodinamica del aparato de medicion y su
entorno. Es el nimero de grados de libertad (N ~ 10%%) que se acoplan
irreversiblemente al sistema microscopico, y la capacidad de disipacion
energética del detector.

e La Precision (p): En observables discretos como el espin, p no es un margen de
error continuo, sino la resoluciéon discriminante del aparato. Es la capacidad del
detector para producir macrostados ortogonales, distinguishibles y estables (la
mancha arriba vs. la mancha abajo).

Si Y es solo un generador de expectativas, ;qué significa que el &tomo esté en una
“superposicion” a| T) + f] 1) antes de tocar el vidrio?

Significa, estrictamente, que el generador G del agente atin no se ha acoplado a un
sistema termodinamico capaz de forzar una decision irreversible. La
superposicion no es el &tomo estando en “dos lugares a la vez”. La superposicidon es la
declaracion formal de que el agente, con los recursos k que ha invertido hasta ese
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momento, no posee la informacién fisica para predecir un unico resultado
determinista, y solo puede asignar amplitudes de probabilidad a los resultados
posibles.

Pero, ;como pasamos de la superposicion de probabilidades a la mancha unica en el
vidrio? Aqui es donde debemos separar dos fendmenos fisicos que la literatura a
menudo confunde bajo la Uinica etiqueta de “colapso”.

4. La anatomia de la decoherencia: Einselection y el grano grueso
forzoso

Para entender la transicion de lo cuantico a lo clasico sin apelar a la magia, debemos
abandonar la ecuacién de Schrédinger para sistemas aislados y adoptar la matriz de
densidad (p) para sistemas abiertos. Este no es un mero cambio de notacidn; es el
reconocimiento formal de que ningiin agente es el universo entero.

Cuando el atomo de plata (Sistema, S) entra en contacto con la placa de vidrio y el aire
circundante (Entorno, E), dejan de ser independientes. Se entrelazan. El estado
conjunto es una superposicion gigantesca:

|¥sg) = a| Ns|Eng + Bl L)slE)g

Donde |E;) es el estado de los 1023 4tomos del vidrio, los fonones y los fotones
térmicos cuando el atomo impacta arriba, y |E}) es el estado del entorno cuando
impacta abajo.

Interludio Visual: La Traza Parcial como Desenfoque Forzoso

El agente finito que observa el experimento no tiene acceso a los 1023 grados de
libertad del vidrio. No puede medir la posiciéon y el momento de cada atomo de la
placa. Imaginen que el agente toma una fotografia del sistema, pero la lente esta
inevitablemente desenfocada para el entorno: cada pixel de la foto promedia (suma)
millones de microestados del vidrio. Esa operacion fisica de “desenfocar y promediar”
porque la escala k del agente es insuficiente, se traduce matematicamente en la traza
parcial sobre los grados de libertad del entorno. El agente se queda solo con la matriz
de densidad reducida del sistema (ps):

ps = Trg(|Pse X ¥se|)

Al hacer esto, la matriz resultante tiene dos tipos de términos: 1. Términos
diagonales: |a|?| TWT |+ |B|%| 1){! |. Representan probabilidades clasicas. O pasé
una cosa, o paso la otra. 2. Términos fuera de la diagonal (Coherencias): af*| T)({
|(E||E?1) + h.c. Estos términos son los que mantienen viva la interferencia cuantica.

Aqui ocurre el evento fisico crucial, descubierto por H. Dieter Zeh (1970) y
desarrollado magistralmente por Wojciech Zurek (1981 en adelante) mediante el
concepto de einselection (superseleccién inducida por el entorno).
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El término (E||E;) es el producto interno entre el estado del entorno cuando el &tomo
fue hacia arriba, y el estado del entorno cuando el atomo fue hacia abajo. Dos
configuraciones macroscopicas distintas (mancha arriba vs. abajo) corresponden a
volumenes disjuntos y gigantescos en el espacio de fases de 1023 particulas. La
superposicion de sus funciones de onda en ese espacio tiene soporte superpuesto
nulo. La ortogonalidad no es un postulado; es la pura geometria del espacio de fases a
gran N. En una escala de tiempo extraordinariamente corta (tipicamente muchos
ordenes de magnitud mas rapida que cualquier proceso que un instrumento pueda
resolver, 7, ~ 10723 s para objetos macroscopicos), los estados del entorno se
vuelven ortogonales:

(E\|Er) = 0

Los términos fuera de la diagonal se anulan. La matriz de densidad reducida se
diagonaliza:

ps = al?| T(T |+ |81 L)l |

iEl problema de la base preferida ha sido resuelto! La decoherencia explica por
qué el sistema abandona la superposiciéon continua y por qué el Hamiltoniano de
interaccion selecciona una base clasica discreta (la posiciéon espacial a lo largo del
gradiente magnético). Los términos de interferencia cuantica se han disipado en el
entorno.

La Advertencia Crucial: Lo que la Decoherencia NO resuelve

Es vital evitar un error recurrente en la literatura de divulgacion: la decoherencia
por si sola NO es el colapso completo. La decoherencia transforma el generador
cuantico en una mezcla estadistica impropia. Explica por qué desaparecen las
interferencias y por qué el “mend” de resultados posibles es {arriba, abajo} y no una
superposicion arbitraria. Pero una matriz diagonal no explica por qué se actualiza
un unico resultado particular (por qué sale “arriba” y no “abajo” en este ensayo
especifico). La decoherencia prepara el escenario termodinamico; la actualizacion del
resultado Unico requiere un paso adicional.

5. El problema del resultado uUnico y el Teorema de Ila
Irreversibilidad Operacional

Si la decoherencia solo nos da un menu de probabilidades clasicas, ;de donde surge el
“clic” inico, la mancha individual en el vidrio?

Aqui es donde la termodinamica de no-equilibrio y los limites fisicos del universo
toman el relevo. El generador G, establece la estructura irreducible de probabilidades

(la Regla de Born: |a|?, |B]?). Pero el paso de la mezcla estadistica al evento unico es
una bifurcacion termodinamica.
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El acoplamiento entre el sistema microscépico y el aparato macroscépico es inestable.
El aparato de medici6on estd disefiado para ser un sistema metaestable (como un
contador Geiger o una emulsién fotografica) que, ante la mas minima perturbacidn,
sufre una avalancha termodindmica (una transiciéon de fase local). Lo que “dispara”
esta avalancha hacia una de las cuencas de atraccion (arriba o abajo) son las
fluctuaciones térmicas microscopicas del propio aparato y del entorno en el
instante del acoplamiento.

No estamos ante una teoria de variables ocultas clasicas (refutadas por el Teorema de
Bell). La aleatoriedad de la Regla de Born es ontoldgicamente irreducible. Lo que
ocurre es que el agente no puede predecir el resultado individual porque la fase
cuantica se ha disipado en un ruido termodindmico inabarcable (Kggente €S
insuficiente para rastrear los microestados del entorno), forzando la actualizacion del
estado instrumentado p.

Esto nos permite elevar a la categoria de Teorema fundamental lo que hasta ahora era
una intuicidn:

Teorema de la Irreversibilidad Operacional del Colapso. Dado un generador cudntico Gy, acoplado a un
entorno termodindmico E con N > 1 grados de libertad, y un agente finito con recursos acotados por la
Cota de Bekenstein (k < k;,q,) y la Cota de Margolus-Levitin (Veomp < Vmayx): La transicion desde un estado
coherente a un estado instrumentado cldsico (registro unico p) es irreversible en tiempo finito para dicho
agente. Cualquier intento de revertir la transicion (recoherencia) requeriria una escala ko, > k4, violando
el PTO.

Un matematico clasico podria objetar: “Si la evolucién unitaria global se conserva, la
informacion de la superposicion sigue ahi, en las correlaciones entre el dtomo y el
entorno. En principio, si tuviéramos un stper-computador (el demonio de Laplace),
podriamos aplicar el operador inverso, revertir la decoherencia y recuperar la
superposicion. Por lo tanto, el colapso es solo una ilusién de nuestra ignorancia.”

Esta objecion es el ultimo refugio del infinito actual. La unitariedad global es la regla
del Generador Cosmico (G,,iy), que ningin agente interno puede instanciar. El PTO
rige a los agentes internos.

Para revertir la decoherencia de un solo atomo en un vidrio de 1 gramo, el demonio de
Laplace tendria que medir y controlar coherentemente ~ 1023 fonones y fotones
dispersos. A la velocidad limite de computacién dictada por la Cota de Margolus-
Levitin (un sistema de energia E no puede realizar mas de 2E /mh operaciones légicas
por segundo), la energia requerida para computar el inverso en un tiempo razonable
supera la masa-energia disponible en el laboratorio. Peor adn, concentrar esa energia
y memoria en un volumen finito para procesar la informacion viola la Cota de
Bekenstein (S < 2mkgRE /hc): el super-computador colapsaria gravitatoriamente en
un agujero negro antes de poder completar el primer paso del algoritmo de reversion.

La validacién empirica de que esto es un proceso fisico, y no un salto instantaneo, fue
lograda por Serge Haroche (Premio Nobel 2012). Haroche logro6 atrapar fotones en
una cavidad y observar en tiempo real 1a decoherencia al aumentar controladamente k
(usando atomos de Rydberg para sondar el sistema). Vio como los términos fuera de
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la diagonal decaian exponencialmente antes de cualquier “colapso” postulado. La
funcién de onda no “salta”; se deshace termodinamicamente ante nuestros ojos.

6. La Termodinamica de la Medicion: Landauer, Darwinismo
Cuantico y el origen del “Clic”

Hemos establecido que el colapso es la dispersidon irreversible de la informacién de
fase y la subsecuente bifurcaciéon termodinamica. Pero debemos precisar el coste
fisico de que el resultado se convierta en un “hecho” clasico objetivo.

Aqui es donde el Principio de Landauer proporciona el anclaje final, pero debe ser
aplicado con el rigor que la termodinamica de la informaciéon (Bennett, Landauer)
exige. Medir no es solo “leer” pasivamente; es escribir un resultado en una memoria
macroscépica y estabilizarlo. Para que el registro sea un “hecho clasico” repetible, el
aparato debe resetearse a su estado de “listo” para futuras mediciones. Este reseteo —
el borrado de la informacion de las ramas no elegidas y de la coherencia cuantica
previa— es una operacidon légicamente irreversible (muchos-a-uno) que, segun
Landauer, disipa calor al entorno de al menos E > kzTIn2 por bit borrado.

El “clic” del detector es el pago de la factura termodinamica por forzar la realidad
clasica. La aleatoriedad del resultado es la manifestacion de que el agente no puede
predecir las fluctuaciones térmicas que rompieron la simetria de la bifurcacién.

Pero, ;por qué multiples observadores independientes, al mirar la misma placa de
vidrio, coinciden en que la mancha esta “arriba” sin ponerse de acuerdo previamente?
Si la funcién de onda es solo la expectativa de un agente, ;como surge la objetividad?

La respuesta la proporciona el Darwinismo Cuantico, la extension del programa de
decoherencia desarrollada por Zurek (2009). El entorno no solo destruye la
coherencia; actia como un canal de comunicacion redundante. Los fotones que
rebotan en la placa de vidrio, el aire que la rodea, “clonan” copias de la informacion
del estado puntero (la posicién de la mancha) en miles de sub-ambientes.

El Darwinismo Cuantico es el mecanismo fisico por el cual un generador G, crea un
estado instrumentado intersubjetivo. El estado se vuelve “clasico” y objetivo
porque el entorno ha disipado copias redundantes a una escala k masiva, permitiendo
que cualquier agente finito acceda a una fraccion de esa informacion (capturando
unos pocos fotones con su retina) sin perturbar el sistema original, alcanzando la
misma precision p. La realidad clasica no es una sustancia; es la informacién
redundante grabada en el entorno por la termodinamica.
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7. Conclusion: El fin del misterio y la gramatica de la medicion

La mecanica cuantica ha sido rehén durante un siglo de una gramatica reificadora. Al
tratar la funcién de onda como un sustantivo, nos vimos obligados a inventar
fantasmas (la conciencia que colapsa) o monstruosidades ontoldgicas (el multiverso
de Everett) para explicar por qué solo vemos un mundo.

La ontologia operativa (G, k, p) disuelve el problema de la medicién al reubicarlo en su
dominio legitimo: la termodinamica de sistemas abiertos, la teoria de la informacion
de agentes finitos y la gravedad cuantica.

Para cerrar, observemos cémo la adopcion de esta ontologia transforma por completo
la gramatica con la que describimos la fisica:

Gramatica Reificadora (Estandar / ‘s .
.. Gramatica Operativa (Este Tomo / (G, k,
Platénica) p ( /< p))
Sustantivo: “La funcién de onda ¢ Verbo/Generador: “El agente computa el
es una entidad fisica”. catalogo de expectativas G,,".
Verbo Magico: “El sistema colapsa Proceso Fisico: “El sistema decohiere y el
instantaneamente”. aparato disipa (Landauer)”.
Objeto: “El resultado preexistia en Evento: “El registro termodinamico p se
el espacio de Hilbert”. actualiza por bifurcacion”.
Espacio: “El espacio de Hilbert Interfaz Finita: “El espacio de Hilbert efectivo
infinito es el territorio”. tiene dimension finita (dimH < eSBek)”,

Esta dltima fila de la tabla revela la consecuencia mas profunda de nuestra ontologia
para el futuro de la fisica tedrica. El espacio de Hilbert de dimensién infinita, continuo
e inabarcable de los libros de texto es una idealizacion matematica. La fisica real,
constrefiida por la gravedad y la termodinamica (la Cota Holografica de Bekenstein),
impone un cut-off absoluto: la cantidad maxima de informacién en cualquier region
finita del espacio-tiempo es finita. Por lo tanto, el espacio de Hilbert efectivo de
cualquier sistema fisico real es estrictamente finito-dimensional.

La fisica cudntica no nos dice que la realidad sea borrosa o magica. Nos dice, con una
precision matematica implacable, que la realidad clasica, definida y univoca que
experimentamos, es un logro termodinamico. Es el resultado de un inmenso gasto de
energia y disipacién de entropia que destruye las interferencias microscépicas para
permitir que los agentes finitos dejemos huellas estables en el vidrio, en la memoria y
en la historia.

El universo no colapsa. Es nuestra capacidad de computar sus fases la que colapsa
bajo el peso de la termodinamica. Y en ese colapso, en ese grano grueso forzoso,
emerge el mundo so6lido, discreto y medible que la ciencia puede, al fin, estudiar sin
verglienza ni misticismo.
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Capitulo 18: El espacio-tiempo como red causal discreta

1. El experimento mental: El destello, el detector y el abismo
entre dos eventos

Imaginemos dos eventos fisicos separados por una inmensidad cdsmica. El Evento A
es la emisiéon de un fotén de alta energia en la atmoésfera turbulenta de una estrella
lejana. El Evento B es la absorcién de ese mismo fotén por un pixel especifico en el
sensor CCD de un telescopio orbital, cinco afios después.

La fisica tiene una tarea fundamental: describir qué ocurrio6 con ese fotén entre Ay B.

La mecanica newtoniana responderia que el fotén atravesdé un espacio absoluto,
tridimensional y estatico, mientras un reloj universal, independiente de la materia, tic-
tac-aba de fondo. La Relatividad Especial de Einstein corrigié esta imagen fusionando
espacio y tiempo en un continuo de cuatro dimensiones, plano y rigido. Finalmente, la
Relatividad General (RG) curvo ese continuo, ensefidndonos que la masa y la energia
dictan la geometria del escenario, y que el foton simplemente sigui6 la linea mas recta
posible (una geodésica) a través de un tejido espacio-temporal deformado por las
estrellas y galaxias.

Pero frente a esta majestuosa progresion tedrica, debemos formular la pregunta
forense que atraviesa este capitulo: ;Qué es, ontoldégicamente, ese “tejido” que el
foton atraveso?

Si aceptamos la descripcion clasica de la Relatividad General, el espacio-tiempo es una
variedad diferenciable continua (()). Esto significa que entre el Evento A y el Evento
B no hay solo una distancia grande; hay una infinidad no numerable de puntos
matematicos intermedios. El foton, en su viaje, habria ocupado sucesivamente cada
uno de esos infinitos puntos, en instantes de tiempo infinitamente divisibles.

Aqui es donde la intuicion operativa debe encender sus alarmas. Si el espacio-tiempo
es verdaderamente continuo, entonces cualquier region finita del universo, por
minuscula que sea (el interior de un protdn, el volumen de un atomo), contiene una
infinidad de “lugares” donde un evento podria ocurrir. El continuo nos obliga a
aceptar que el universo posee una capacidad de almacenamiento de informacién
infinita en cualquier volumen arbitrariamente pequefio.

(Es esto fisicamente posible? ;Puede un agente finito, sujeto a las leyes de la
termodinamica y la mecanica cudantica, interactuar con un continuo real? En este
capitulo, someteremos la nocién de espacio-tiempo continuo al Axioma de No-
Reificacion (ANR). Argumentaremos que el continuo espacio-temporal es, en el
mejor de los casos, una aproximacion de grano grueso valida a escalas
macroscépicas, y que la hipdtesis mas parsimoniosa sobre la anatomia fundamental
del universo es una red causal discreta, donde los “puntos” no son coordenadas en
un vacio preexistente, sino los propios eventos fisicos, entrelazados por la relacion
mas fundamental de la naturaleza: la causalidad.
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Antes de proceder, una aclaraciéon metodoldgica. La discretitud del espacio-tiempo no
es un hecho experimentalmente confirmado ni una consecuencia légica de los limites
que discutiremos. Es una hipoétesis de trabajo —respaldada por argumentos fisicos
independientes y convergentes— que se presenta como la alternativa mas coherente
con el marco operativo de esta obra. Mantendremos a lo largo del capitulo una
distincidn clara entre lo que esta firmemente establecido (la cota holografica, el limite
de Planck, los teoremas de singularidades) y lo que es un programa de investigacién
activo (la teoria de Conjuntos Causales y otras discretizaciones). Esta distincién no
debilita nuestra tesis; la fortalece, porque el ANR no depende de que una teoria
especifica resulte correcta, sino de que algiin corte finito sea necesario.

2. La deconstruccion de la ilusion: La variedad suave y el castigo
de las singularidades

Nota sobre la estratificacion del formalismo geométrico: En textos precedentes de esta obra (“La
geometria de la direccién: inercia direccional, ruptura de simetria y el costo de cambiar el movimiento en
fisica fundamental”), hemos utilizado el aparato matematico estandar de la geometria de Riemann:
variedades diferenciables suaves, tensores de curvatura Rffaﬁ, conexiones afines y transporte paralelo. Ese

formalismo es matematicamente impecable y empiricamente necesario en el régimen macroscopico
(cuando la escala de recursos k abarca miriadas de eventos y la precisién p es muy superior a la longitud de
Planck). En ese régimen efectivo, la métrica continua g,, opera como una excelente ecuacion de estado
termodindmica.

Sin embargo, como advirtid nuestro analisis sobre la gramatica de la reificacion (“El espejismo de la
sustancia: Gramadtica, formalismo y estratificacion en el discurso cientifico”), confundir la utilidad
macroscopica de la variedad suave con la ontologia fundamental del universo es un error categorial. Cuando
la fisica se acerca a la escala de Planck, el formalismo continuo agota su dominio de validez y colapsa en
singularidades. En lo que sigue, abandonaremos la ficcidn del continuo diferenciable para descender al
sustrato del cual la geometria de Riemann es solo una sombra estadistica: la red causal discreta. La
holonomia y la curvatura que previamente calculamos como propiedades de un “tejido” continuo, se
revelardn aqui como propiedades emergentes de la conectividad y el orden parcial (<) entre eventos
discretos.

La Relatividad General de Albert Einstein (1915) es, sin duda, una de las cumbres
intelectuales de la humanidad. Al modelar el espacio-tiempo como una variedad
pseudo-riemanniana de cuatro dimensiones equipada con un tensor métrico (g {}),
Einstein logré que la gravedad dejara de ser una “fuerza” misteriosa que actta a
distancia para convertirse en la geometria misma del escenario cdsmico. Las
ecuaciones de campo de Einstein,

[G.{=T4{]

relacionan la curvatura del espacio (el lado izquierdo) con la distribucion de materia y
energia (el lado derecho). Aqui (G_N) denota la constante gravitacional de Newton,
que no debe confundirse con el generador operativo () de nuestra terna (, k, p ), como
aclararemos en la seccion 3.
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El éxito empirico de la RG es abrumador: desde la precesion del perihelio de Mercurio
hasta la detecciéon de ondas gravitacionales por LIGO, la teoria predice con precision
asombrosa el comportamiento del cosmos a escalas macroscopicas.

Sin embargo, este éxito macroscopico oculta un supuesto ontoldgico que debe
examinarse criticamente. La RG asume, como requisito matematico para poder usar el
calculo diferencial, que la variedad () es suave —al menos dos veces diferenciable
((C*2)) para definir la curvatura, usualmente infinitamente diferenciable ((C*)) por
conveniencia analitica. Asume que siempre puedes hacer “zoom” en el espacio-tiempo
y encontrar una estructura lisa, sin importar cuanto te acerques. Asume el continuo
actual.

¢Cudl es el castigo fisico por esta reificacion del continuo? La respuesta nos la da la
propia teoria cuando es llevada a sus limites l6gicos: las singularidades.

Cuando una estrella masiva colapsa sobre si misma al final de su vida, o cuando
extrapolamos la expansion del universo hacia atras hasta el instante del Big Bang, las
ecuaciones de Einstein predicen que la curvatura del espacio-tiempo tiende a infinito.
La densidad se vuelve infinita. El volumen se reduce a un punto matematico de
dimension cero. La teoria “se rompe”.

Los célebres Teoremas de Singularidades demostrados por Roger Penrose (1965) y
Stephen Hawking (1970) probaron que las singularidades no eran un artificio
matematico derivado de una simetria esférica perfecta, sino una consecuencia
inevitable e inexorable de la Relatividad General bajo condiciones fisicas genéricas.

En la matemadtica clasica, estos teoremas se interpretan como “incompletitud
geodésica”: trayectorias de particulas que simplemente se interrumpen en el vacio.
Desde la perspectiva de nuestra ontologia operativa, el veredicto es mas lucido: la
singularidad es la prueba de que el calculo diferencial continuo ha sido
empujado mas alla de su dominio de validez. La variedad suave protesta contra la
exigencia metafisica de concentrar infinitos grados de libertad en un volumen cero. La
singularidad no es el fin del universo; es la frontera donde el modelo continuo colapsa
y exige el reconocimiento de una estructura subyacente mas fina.

Conviene matizar: las singularidades no son “objetos fisicos” (puntos de densidad
infinita); son certificados de defuncion de la aproximacion continua. La RG
predice su propia obsolescencia operacional. La ontologia operativa predice que no
existen singularidades en la red causal subyacente; solo regiones de altisima densidad
de nodos donde la geometria emergente deja de ser suave.

Para salvar la fisica de los infinitos, debemos abandonar la variedad suave. Debemos
buscar los “atomos” del espacio-tiempo.
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3. Definicidon operativa: El espacio-tiempo como Conjunto Causal

Lk p))

Si el espacio-tiempo no es un escenario continuo donde “ocurren” las cosas, ;qué es?

La respuesta mas profunda y empiricamente robusta que la fisica teodrica
contemporanea ha logrado articular proviene del programa de Conjuntos Causales
(Causal Sets), iniciado por Luca Bombelli, Joohan Lee, David Meyer y Rafael Sorkin en
1987. Su premisa es radicalmente operativa y antimetafisica: la geometria no es
fundamental; la causalidad si lo es.

Nota sobre el estatus de la teoria: La teoria de Conjuntos Causales es un programa
de investigacién activo, no una teoria completa. Ain no se ha derivado de ella la
Relatividad General como limite termodindmico; la relacion entre la red discreta y las
ecuaciones de Einstein es una conjetura activa. La presentamos aqui como la
formalizacion mas afin a nuestra ontologia operativa, no como un consenso
establecido.

En nuestra ontologia (, k, p ), el espacio-tiempo se redefine de la siguiente manera:

**El Generador ((_{red})):** El espacio-tiempo no es un conjunto de puntos con
coordenadas ((t, x, y, z)). Es un Conjunto Parcialmente Ordenado ((C, )) que
satisface tres axiomas estrictos:

1. Transitividad: Si (x y) y (v z), entonces (x z). Esta condiciéon captura la
transitividad de la influencia causal: si A puede influir en B y B puede influir en C,
entonces A puede influir en C.

2. Aciclicidad (Irreflexividad): Si (x y), entonces (y x). Esto prohibe bucles
temporales cerrados a escala fundamental: un evento no puede ser causa y efecto
de si mismo.

3. Finitud Local: Para cualquier par de eventos (x, y C), el intervalo causal ({zCx z
y}) es un conjunto estrictamente finito. Esta condicién es el ndcleo del Axioma
de No-Reificacion: prohibe que entre dos eventos cualesquiera exista una
infinidad actual de puntos intermedios. Sin esta condicién, el poset podria ser
continuo, como el conjunto de los niimeros reales con el orden usual.

Un evento elemental es una interaccion fisica localizada e indivisible, un nodo de
informacién que no tiene estructura interna ni ubicacién previa. No es un punto en
una variedad preexistente; es puramente definido por su posicion en el orden (), no
por coordenadas. Es la unidad minima de actualizacién de la red causal.

La Escala ((k)): La escala ya no se mide en “metros” o “segundos” continuos, sino en
numero de eventos (nodos de la red). La “cantidad” de espacio-tiempo en una region
se mide contando cuantos atomos espacio-temporales contiene. Especificamente, (k)
es el numero entero de nodos (N) contenidos en la regién analizada, o
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equivalentemente la profundidad causal (longitud de la cadena mas larga) que el
agente puede rastrear.

La Precision ((p)): Es la resoluciéon maxima a la que la nocién de geometria continua
sigue siendo una aproximacion valida. Esta precision esta brutalmente acotada por la
Longitud de Planck ((_P = 1.6 107{-35}) m). Por debajo de esta escala, preguntar por
la “distancia” entre dos eventos es una pregunta carente de sentido fisico, equivalente
a preguntar por el “color” de un numero entero. La precision (p) aqui no es solo una
tolerancia instrumental, sino el limite fisico fundamental de la realidad: por debajo de
(_P), el generador causal no puede producir estados distinguibles; la precision
declarada (p) choca contra un muro ontolégico donde el concepto mismo de medicion
se auto-destruye.

Bajo este marco, la métrica (g_{}) de Einstein deja de ser el tejido fundamental de la
realidad. La métrica es una propiedad emergente de grano grueso, una
aproximacion estadistica que solo aparece cuando promediamos sobre miriadas de
nodos causales, de la misma manera que la “presiéon” de un gas emerge al promediar
los choques de moléculas discretas. En términos de nuestra terna, la métrica es un
estado instrumentado en el limite de (k) macroscépico: el resultado de aplicar el
generador ({red}) a una escala (k) suficientemente grande como para que la
precision (p) ya no distinga nodos individuales.

(Como se mide una distancia en la red? Para un agente finito, la distancia entre dos
eventos no se lee de una regla; se infiere del orden causal. El tiempo propio entre dos
eventos relacionados causalmente es la cadena mas larga de eventos intermedios ((A
x_1 x_2 B)). La separacidon espacial entre eventos inconexos se mide mediante el
tamafo de las anticadenas (conjuntos de eventos mutuamente incomparables). Este
protocolo de medicién es puramente combinatorio y no presupone ninguna métrica
subyacente.

4. Evidencia operativa: Por qué el continuo es inaccesible

La afirmacion de que el espacio-tiempo es discreto no es una preferencia filosé6fica de
nuestra ontologia; es una hipdtesis respaldada por tres pilares de la fisica
fundamental que, al cruzarse, hacen que la nocién de continuo por debajo de la escala
de Planck sea operativamente vacia. Presentamos estos argumentos como evidencia
convergente, no como demostraciones concluyentes.

A. La Cota Holografica de Bekenstein-Hawking: El fin de la capacidad infinita

Imaginemos una regidon esférica del espacio de un metro de radio. Si el espacio-tiempo
fuera un continuo matematico (como (*3)), podriamos definir infinitos puntos dentro
de esa esfera. En teoria cuantica de campos clasica, esto implica que hay infinitos
grados de libertad (modos de vibracion del vacio) en ese volumen. Si hay infinitos
grados de libertad, la capacidad de almacenar informacién (la entropia maxima) en
esa region seria infinita.
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Pero en 1972-1973, Jacob Bekenstein, estudiando la termodinamica de los agujeros
negros, propuso que la entropia de un agujero negro es proporcional al area de su
horizonte, no a su volumen. Stephen Hawking, inicialmente escéptico, establecid el
teorema del area (1971) y solo después, tras descubrir la radiacién de Hawking
(1974-75), aceptd y fijo la constante de proporcionalidad exacta:

[S{BH}= =.]

Esta es la formula de Bekenstein-Hawking para la entropia de un agujero negro con
area de horizonte (A). Su generalizacién a cualquier region del espacio es un paso
adicional: la Cota de Bekenstein (1981) establece que para un sistema genérico de
energia (E) y radio (R), la entropia maxima est4 acotada por

[S.]

El Principio Holografico, propuesto por 't Hooft (1993) y Susskind (1995), conjetura
que la fisica de cualquier region tridimensional puede codificarse en su frontera
bidimensional. La cota holografica resultante nos dice que el nimero maximo de “bits”
de informacion que pueden existir en una regién del universo es finito y proporcional
al area de su superficie medida en unidades de area de Planck ((_P"2)).

Conclusion forense: Si el espacio-tiempo fuera un continuo no regulado, la cota
holografica seria violada sistematicamente. El hecho de que la informacién maxima
sea finita sugiere fuertemente que el espacio-tiempo tiene una estructura granular
subyacente. El volumen es una aproximacién macroscépica; la realidad fisica esta
codificada en una red discreta de bits. El continuo es incompatible con una ontologia
fisica de la informacidn; es legitimo como herramienta matematica abstracta, pero no
como descripcidon fundamental de un sistema finito.

Matiz importante: La cota holografica no demuestra la discrecion. Es compatible con
un continuo con grados de libertad regulados a escala de Planck (por ejemplo, en
gravedad cuantica de bucles o en teoria de cuerdas). Lo que si demuestra es que la
nocion de continuo como ontologia fundamental de la informacién es insostenible.

B. El Limite Operativo de la Longitud de Planck: El suicidio del microscopio

Supongamos que un fisico clasico insiste en que el continuo existe y decide construir
un experimento para medir la estructura del espacio-tiempo a escalas infinitesimales.
Quiere construir un microscopio capaz de resolver distancias cada vez mas pequeiias.

En la mecanica cuantica, para resolver una distancia (x), necesitas usar un fotén (o
particula sonda) con una longitud de onda (x). Por la relaciéon de De Broglie ((p = h/)),
cuanto mas pequefia es la distancia que quieres medir, mayor debe ser el momento
(p) v, por tanto, la energia (E) de la particula sonda.

Si el fisico intenta medir una distancia del orden de la Longitud de Planck ((_P = 1.6
107{-35}) metros), la energia requerida para la particula sonda es tan inmensa, y esta
confinada en una regién tan pequeila, que la particula sonda se convierte en un
agujero negro: su radio de Schwarzschild (R_s = 2G_N E / c*4) supera su longitud de
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onda. El propio instrumento de mediciéon se vuelve un micro-agujero negro que se
traga la region que se intentaba medir.

Este es el suicidio operacional del continuo. Intentar sondear el espacio-tiempo por
debajo de la escala de Planck no revela una estructura mas fina; destruye la geometria
local y crea un horizonte de sucesos. El Principio de Terminacion Ontolégica (PTO)
dicta que ninguna medicién es legitima si el acto de medir destruye el objeto de
estudio consumiendo recursos ((k)) que alteran causalmente la regién. La Longitud de
Planck no es solo una unidad pequefia; es el limite absoluto de resolucion del
universo. Por debajo de ella, no hay “mas espacio”; hay un cese de la aplicabilidad de
los conceptos geométricos.

Matiz importante: Este argumento es heuristico, basado en la “hoop conjecture” de
Thorne, no una derivacién rigurosa. Es un argumento de plausibilidad dimensional, no
una prueba matematica. Hacerlo explicito refuerza el ethos de la obra, que distingue
cuidadosamente entre argumento fisico y demostracion.

La conclusién no es que el espacio-tiempo sea necesariamente discreto, sino que la
discrecion es la hipotesis mas parsimoniosa compatible con estos limites. El
continuo por debajo de la escala de Planck es operativamente vacio: no hay ninguna
operacion fisica que pueda verificar su existencia.

C. La Emergencia de la Métrica: Los Teoremas de Malament y Myrheim-
Meyer

Si el espacio-tiempo es solo un conjunto de nodos discretos (C) con relaciones
causales (), ;como recuperamos las 4 dimensiones, la métrica (g _{}) y las distancias
que medimos en el laboratorio?

Aqui es donde la belleza de la teoria de Conjuntos Causales brilla con luz propia. La
respuesta descansa sobre dos pilares matematicos exactos:

1. La Estructura Conforme (El Teorema de Malament, 1977; Hawking-King-
McCarthy, 1976): David Malament demostr6 matematicamente que el orden causal
de trayectorias temporales continuas determina univocamente la topologia, la
estructura diferenciable y el tensor métrico de la variedad espacio-temporal hasta un
factor conforme global ("2(x)). En otras palabras, la relacién de causalidad ()
especifica exactamente qué separaciones son temporales, nulas o espaciales —y eso
es todo lo que la métrica determina salvo un factor de escala (el volumen). El orden
causal fija los conos de luz, la dimensién, la diferenciabilidad y las trayectorias
geodésicas.

2. El Factor de Escala (Myrheim, 1978; Meyer, 1988): Si tomas un conjunto
discreto de puntos y los “rocias” aleatoriamente (mediante un proceso de Poisson)
sobre una variedad continua, el nimero de eventos (N) en una region es estrictamente
proporcional al volumen espacio-temporal (V) de esa region:

[N.]
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Myrheim (1978) demostr6 esta relacion de proporcionalidad. Meyer (1988)
generaliz6 el resultado y demostré que la dimension de la variedad puede estimarse
a partir del numero de relaciones causales entre pares de elementos (comparando el
numero de pares relacionados con el total de pares posibles).

Sobre el “sprinkling” de Poisson: Una red regular (cristal) rompe la simetria de
Lorentz (define un “reposo absoluto”). El “rociado de Poisson” (sprinkling) es el iinico
proceso discreto que preserva la invariancia de Lorentz estadisticamente. Es la
discretizacion que respeta la Relatividad Especial. Esto no es una eleccion estética; es
un teorema: la discretizacion lorentz-invariante es un proceso de Poisson.

Uniendo ambos resultados, Rafael Sorkin sintetizé el principio fundamental de la
gravedad operacional:

[+=]

La variedad continua (g_{}) de la Relatividad General no es el fundamento ontoldgico
del cosmos; es la envolvente estadistica macroscopica de una red causal discreta. De la
misma manera que no necesitas que el agua sea un continuo matematico para que las
ecuaciones de la hidrodindmica (Navier-Stokes) funcionen perfectamente al describir
las olas del océano, no necesitas que el espacio-tiempo sea continuo para que las
ecuaciones de Einstein describan la érbita de los planetas.

Interludio Visual: De la Red a la Geometria. Imaginen una red de puntos
conectados por flechas (causalidad). Si cuento cuantos nodos hay en un “diamante
causal” (el futuro de A intersectado con el pasado de B), ese numero es el volumen. Si
miro la “anchura” de ese diamante (cuantos nodos simultdneos maximalmente
inconectados), esa es la distancia espacial. La geometria entera esta codificada en el
patron de flechas. No necesito coordenadas; la red es la geometria.

Matiz importante: La recuperaciéon completa de la métrica (incluido el factor
conforme) a partir del conjunto causal implica supuestos adicionales sobre la
dindmica de crecimiento. La relacion entre la red discreta y las ecuaciones de Einstein
es una conjetura activa, no un teorema establecido. El teorema de Myrheim-Meyer se
refiere especificamente a la dimensionalidad; la reconstruccién completa de la métrica
es un problema abierto.

5. Analogia estructural: El espacio-tiempo como material
magnético

Para que el lector termine de despojarse de la intuicidn platdnica del “espacio como
escenario vacio”, recurramos a una analogia con la fisica de la materia condensada.

Imaginemos un cristal de hierro. A escala macroscépica, un ingeniero puede tratar el
cristal como un medio continuo, elastico y suave. Puede usar las ecuaciones de la
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elasticidad para calcular como se deforma la barra de hierro bajo tensién, asumiendo
que la materia es un continuo divisible hasta el infinito.

Pero el ingeniero sabe que esto es una aproximacion de grano grueso. A escala
nanoscépica, no hay continuo. Hay una red discreta de atomos, separados por
espacios vacios, interactuando mediante fuerzas electromagnéticas locales. Las
propiedades “continuas” como la densidad, la elasticidad o la magnetizacién (()) no
existen a nivel de un solo atomo; son propiedades emergentes que solo tienen
sentido cuando promedias sobre miles de millones de nodos de la red cristalina.

Si el ingeniero intenta aplicar las ecuaciones de la elasticidad continua a la escala de
un solo atomo, las ecuaciones “se rompen” (aparecen singularidades, tensiones
infinitas). La solucién no es buscar un “4tomo mas suave”, sino abandonar el continuo
y usar la mecanica cuantica de redes discretas.

El espacio-tiempo de la Relatividad General es exactamente analogo a la
elasticidad del cristal. A escalas astronémicas (donde (k) abarca macro-estados de
(107{100}) nodos), el universo se comporta como un medio continuo, suave y
curvable. Las ecuaciones de Einstein son las “ecuaciones de la elasticidad” del vacio
cuantico. Pero a escala de Planck, el continuo se desvanece. Solo queda la red de
espines espacio-temporales, los eventos discretos interactuando causalmente.

Las singularidades de los agujeros negros son simplemente los momentos en los que
la “deformacién” de la red es tan extrema que la aproximacion elastica (la RG) colapsa,
y se hace obligatorio usar la teoria microscépica subyacente (la red causal).

El linaje termodinamico de esta vision: Esta perspectiva tiene un linaje ilustre en la
fisica tedrica. En 1967, Andréi Sajarov sugirié que la gravedad no es una interacciéon
fundamental, sino la “elasticidad métrica” del vacio cuantico —una idea conocida
como gravedad inducida. En 1995, Ted Jacobson cerro el circulo demostrando que
las ecuaciones de campo de Einstein pueden derivarse rigurosamente a partir de la
termodinamica del horizonte de sucesos y la cota de Bekenstein ((dS = Q / T)). Las
ecuaciones de Einstein no son leyes dindmicas de una sustancia continua primaria;
son la ecuacion de estado macroscopica del espacio-tiempo, exactamente analogas
a la ley de los gases ideales ((PV = Nk_B T)). Pretender que la Relatividad General sea
valida a escala infinitesimal es cometer el error de buscar la temperatura de un solo
atomo.

6. El Tiempo sin Relojes: La causalidad como motor del devenir

Esta vision discreta y relacional del espacio-tiempo tiene una consecuencia filosofica
profunda que conecta directamente con el Principio de Terminacion Ontoldgica
(PTO) y nuestra concepcién del tiempo.

En la vision newtoniana y einsteiniana clasica (el “universo bloque”), el tiempo es una
dimensiéon mas, ya extendida y completada. El pasado, el presente y el futuro
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coexisten en la variedad cuatridimensional (). Es la reificacion suprema del tiempo: el
tiempo como un objeto estatico, un “mapa” ya dibujado.

En la teoria de Conjuntos Causales y en nuestra ontologia operativa, el tiempo no es
una dimension donde las cosas ocurren; el tiempo es la propia red de
ocurrencias. El “paso” del tiempo es el crecimiento de la red. El universo no estd en el
tiempo; el universo es el proceso de nuevos eventos elementales naciendo y
conectandose causalmente con los eventos del pasado.

La dinamica de crecimiento: ;Como crece la red? Los modelos mas desarrollados
son las Dinamicas de Crecimiento Secuencial Clasico (Classical Sequential Growth),
propuestas por Rideout y Sorkin (2000). El generador universal (_{univ}) no “elige” al
azar puro. Usa una regla de probabilidad (los “cuerpos de evidencia” o coupling
constants (_n)) que asigna peso a cada forma posible de conectar el nuevo nodo al
pasado. Esta regla garantiza que la red crezca manteniendo la invariancia de Lorentz y
produciendo variedades 4D a gran escala. E]1 PTO se cumple: cada paso de crecimiento
es finito, local y termina.

PTO y crecimiento infinito: El PTO no exige que el universo “termine” globalmente
(eso seria reificar el futuro). Exige que cada evento de generacion (nacimiento de
nodo + conexiones causales) termine en tiempo finito con recursos finitos. El
universo es una sucesion potencialmente infinita de actos terminados, no un acto
infinito completado.

Esto resuelve la antigua tension entre el tiempo reversible de las ecuaciones
microscopicas y el tiempo irreversible de la termodinamica (que abordaremos en el
Capitulo 19). En una red causal discreta, la asimetria entre el pasado y el futuro no es
un accidente estadistico; es estructural. El pasado es la red de nodos ya fijados,
inmutables, que constituyen la historia causal. El futuro es el conjunto de nodos que
aun no han sido generados.

**El Generador Universal ((_{univ})):** Es el proceso de crecimiento de la red. El
universo es un sistema fisico que procesa informaciéon de manera local y causal; su
evolucién puede modelarse como una secuencia de actualizaciones discretas de la red.
No decimos que el universo sea “una computadora” en el sentido de un artefacto
disenado; decimos que la realidad es un proceso computacional ontoldgico: la
realidad no es el resultado de un calculo previo, sino el propio acto secuencial de
actualizacion de la red causal. El calculo y el ser son aqui la misma cosa.

Sobre la dindmica cuantica: Nuestra ontologia operativa no requiere que la
dinamica fundamental ({red}) sea clasica. El PTO y ANR exigen que sea computable y
terminante. Las propuestas actuales (Sum-over-histories cudntico, Quantum Causal
Sets, dindmicas de spin foams en LQG) son candidatos para ({red}) cuantico. Lo que
nuestra ontologia excluye es cualquier dinamica que requiera sumar sobre historias
infinitas no convergentes o variedades suaves completadas. La dindmica fundamental
debe ser un algoritmo de crecimiento cuantico finito.
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Puente con el Capitulo 17 (Decoherencia = Geometria): La decoherencia cuantica
(Capitulo 17) requiere un entorno con grados de libertad (k) masivos para definir
“aqui” y “ahora” (base de posicion). La red causal es la estructura que provee ese
“aqui” y “ahora” operativo. La geometria emergente (g_{}) define los conos de luz que
delimitan el entorno (E) para la decoherencia. No hay decoherencia sin geometria
causal; no hay geometria causal sin decoherencia (conteo de nodos). Son dos
caras del mismo proceso: la termodinamica de la informacién en la red.

7. Conclusion: El fin de la geometria como ontologia

Hemos sometido al espacio-tiempo al escrutinio forense de la terna (, k, p ) y el
veredicto es claro.

La nocion de un continuo espacio-temporal, de un tejido suave que puede estirarse,
curvarse y dividirse hasta el infinito, es wuna herramienta matematica
extraordinariamente util para la ingenieria de grano grueso (navegacién satelital,
cosmologia de fondo, érbitas planetarias). Pero elevar esa herramienta a la categoria
de ontologia fundamental es una extrapolacidon ilegitima que conduce a las
paradojas de la informacién en agujeros negros, a las singularidades del Big Bang y a
la incompatibilidad crénica entre la gravedad y la mecanica cuantica.

El Axioma de No-Reificacion nos obliga a aceptar la realidad tal como se manifiesta en
los limites fisicos de la medicién y la termodinamica:

1. El espacio no es un receptaculo; es la extension de la red causal.

2. El tiempo no es un rio que fluye; es la adicion discreta de nuevos eventos a
la red.

3. La geometria no es el suelo del universo; es la sombra estadistica que
proyecta la red causal cuando la miramos desde lejos (a baja resolucion

(p))-

El universo no es un escenario infinito donde los actores (las particulas) representan
una obra. El universo es la propia red de interacciones discretas, finitas y causales.

Tabla de Gramatica: Reificadora vs. Operativa (Espacio-Tiempo):

Gramatica Reificadora (RG

Estandar) Gramatica Operativa (Red Causal)

Sustantivo: “Punto del

espacio-tiempo (x")” Verbo/Evento: “Nodo (e C) nace y se conecta”

Verbo: “El foton recorre una “ ., ”
Proceso: “La informacion causal propaga por la red

geodésica”
Objeto: “Métrica (g_{}(x)) Estado Instrumentado: “Geometria emergente
(campo fundamental)” (g_{3"{eff}(k,p)) (promedio estadistico)”
Espacio: “Escenario Red: “Relacion causal () (estructura generativa)”
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preexistente (())”

Tiempo: “Coordenada (t)

. g et Crecimiento: “Adicion secuencial de nodos (PTO)”
(dimension estatica)

Al comprender que el espacio-tiempo es, en su nivel mas intimo, una estructura
computacional y termodindmica discreta, estamos listos para enfrentar el siguiente
gran misterio: si el espacio-tiempo es una red de eventos, ;qué es lo que fluye por esa
red? ;Qué es la energia y por qué siempre parece dispersarse?

Habiendo desmantelado el continuo espacial, estamos preparados para abordar la
flecha del tiempo y la termodinamica no como propiedades de gases en una caja, sino
como las leyes fundamentales que gobiernan el crecimiento y la memoria de la propia
red causal.
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Capitulo 19: La termodinamica sin limite termodinamico

1. El experimento fundacional: El gas, la caja y el fantasma de la
ignorancia

Imaginemos una caja rigida, aislada térmicamente, que contiene un gas ideal
compuesto por (N 10*{23}) moléculas de argdn. Las moléculas rebotan cadticamente
contra las paredes y entre si, a velocidades medias de cientos de metros por segundo.
Un observador externo, equipado con instrumentos macroscopicos, adosa un
termometro a la pared, lee un manémetro conectado a la cavidad y mide el volumen
de la caja. Con estos tres datos —temperatura ((T)), presion ((P)) y volumen ((V))—,
el observador declara el macroestado del sistema.

A partir de estas variables, la termodinamica clasica permite calcular una magnitud
que no se mide directamente con ningin dial, pero que gobierna el destino del
sistema: la entropia ((S)).

En 1877, Ludwig Boltzmann grabd en la piedra de la fisica la ecuaciéon que conecta el
mundo microscopico con el macroscépico. La férmula que hoy adorna su lapida en
Viena es:

[S=kW]

donde (k) es la constante de Boltzmann y (W) (del aleman Wahrscheinlichkeit,
“probabilidad” o “permutaciones”) es el nimero de microestados —configuraciones
exactas de posiciones y momentos de las (107{23}) moléculas— que son compatibles
con el macroestado observado ((T, P, V)). En la notacion moderna, (W) suele
denotarse como (); aqui utilizaremos ambas seglin el contexto, recordando que
Boltzmann empled histéricamente (W) y que fue Max Planck quien, en 1900, introdujo
la constante universal (k_B) y escribio la ecuacidn en su forma canoénica:

[S=k.B ]

Frente a esta monumental sintesis, debemos formular la pregunta forense que ha
atormentado a fisicos y filésofos durante mas de un siglo: ;Qué es, ontolégicamente,
la entropia?

¢Es la entropia una propiedad fisica intrinseca del gas, una “sustancia” invisible que
fluye y se acumula como lo hace la energia? Si es asi, ;como puede una propiedad del
gas depender de (), un ndimero que requiere conocer (o al menos contar) las
posiciones de (107{23}) particulas que nadie ha medido ni medira jamas?

0, por el contrario, ;es la entropia simplemente una medida de nuestra ignorancia? Si
la entropia mide lo que el observador no sabe sobre el microestado exacto, entonces la
termodinamica se reduce a psicologia o a teoria de la informacién subjetiva. Si un
“demonio” omnisciente pudiera rastrear cada molécula, su entropia seria cero.
;Significa esto que la Segunda Ley de la Termodinamica —la ley que dicta que el
universo camina hacia la muerte térmica, que los vasos se rompen pero no se
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recomponen, que el calor fluye de lo caliente a lo frio— es solo una ilusién derivada de
nuestra miopia? Si la entropia es ignorancia, ;por qué el calor que se disipa quema?

En este capitulo, someteremos la termodinamica clasica al Axioma de No-Reificacion
(ANR) y al Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO). Argumentaremos que la
entropia no es ni una sustancia mistica ni una mera ilusién subjetiva. La entropia es el
coste computacional y termodinamico de la gestion de informacion en un
universo de recursos finitos. Y para comprenderlo, primero debemos destruir la
mayor reificacion de la fisica estadistica: el limite termodindamico.

2. La deconstruccion de la ilusion: El limite termodinamico y la
reificacion del infinito

La termodinamica clasica, tal como fue formalizada en los textos de fisica matematica,
descansa sobre un supuesto ontolégico que rara vez se cuestiona en las aulas: el
limite termodinamico.

Para que las ecuaciones de la termodindamica posean ciertas propiedades matematicas
deseables —como la extensividad estricta de la entropia ((S N)), la concavidad
rigurosa de los potenciales termodinamicos, y la existencia de transiciones de fase
como singularidades matematicas no analiticas—, los fisicos toman el limite donde el
numero de particulas (N ) y el volumen (V ), manteniendo la densidad (N/V)
constante.

Es importante precisar aqui la historia conceptual: Josiah Willard Gibbs, en su obra
fundacional Elementary Principles in Statistical Mechanics (1902), trabajé con
ensambles (microcanénico, canénico) para sistemas con (N) finito, evitando
cuidadosamente el limite infinito. El limite termodinamico riguroso ((N, V) con ()
constante) fue introducido matematicamente después, principalmente por Aleksandr
Khinchin en los afios 1940 y formalizado con precision por Michael Fisher, David
Ruelle y Oscar Lanford en los afios 1960. Esta distincién no es un mero tecnicismo:
Gibbs era consciente de que su tratamiento estadistico era una aproximacion de grano
grueso para sistemas finitos, mientras que la formalizacion posterior elevo el limite a
una herramienta matematica necesaria para probar la equivalencia de ensambles y la
existencia de transiciones de fase como singularidades exactas.

Este limite es una reificacion del infinito actual aplicada a la materia. Asume que
podemos tratar un sistema fisico como si contuviera una infinidad de grados de
libertad, de modo que las fluctuaciones estadisticas relativas (que escalan como (1/))
se anulen exactamente, convergiendo a cero. En el limite termodinamico, el
macroestado es absoluto, determinista y libre de ruido.

Pero el Axioma de No-Reificacion nos obliga a enfrentar la realidad fisica: en el
universo real, (N) es siempre estrictamente finito. Incluso en la estrella mas masiva o
en el cdmulo de galaxias mas grande, (N) es un nidmero entero, inmenso, pero finito. Y
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porque (N) es finito, las fluctuaciones no desaparecen; son reales, medibles y
fisicamente consecuentes.

El gas ideal es el “Hello World” de la termodindmica, una abstracciéon pedagégica
donde las fluctuaciones son minusculas ((1/)). Pero son los sistemas reales, con sus
interacciones y, sobre todo, sus puntos criticos (donde la longitud de correlacién
diverge y la opalescencia critica hace que las fluctuaciones se vuelvan macroscépicas),
los que revelan dramaticamente la finitud de (N) y el fracaso del limite
termodinamico.

El movimiento browniano (el baile erratico del polen en el agua, explicado por
Einstein en 1905), el ruido térmico en los circuitos electrénicos (ruido de Johnson-
Nyquist), las fuerzas de Casimir y la dispersion critica de la luz cerca de un punto
critico son la prueba empirica irrefutable de que el limite termodinamico es una
ficcion matematica. El universo no hace promedios sobre infinitos atomos; el universo
computa interacciones discretas y finitas.

Conviene matizar la magnitud de estas fluctuaciones. Para un gas ideal en equilibrio
lejos de un punto critico, con (N 107{23}), las fluctuaciones relativas de energia son
del orden de (107{-11.5}), inobservables para un manoémetro ordinario, pero
detectables mediante interferometria cudntica de precision. Sin embargo, cerca de un
punto critico (por ejemplo, la transiciéon liquido-vapor del agua), la longitud de
correlacion () diverge y las fluctuaciones se vuelven macroscépicas, produciendo
fenomenos como la opalescencia critica. Es precisamente en estos regimenes donde el
limite termodinamico falla espectacularmente como descripcién, y la finitud de (N)
dicta la fisica observable. Las fluctuaciones no son un defecto; son la firma de que el
universo es discreto y finito.

En 1952, Tsung-Dao Lee y Chen-Ning Yang desentrafiaron el mecanismo matematico
exacto de esta idealizacion. Demostraron que para cualquier sistema con un niimero
finito de particulas (N), la funcién de particion es un polinomio estrictamente analitico
cuyos ceros residen en el plano complejo, lejos del eje de temperaturas reales. Por
tanto, en un sistema finito, no existen discontinuidades matematicas genuinas. Para
que una transicion de fase se manifieste como una singularidad no analitica (como la
discontinuidad del calor especifico en el punto de ebullicién), la matematica clasica se
ve obligada a forzar el limite (N ), atrayendo artificialmente los ceros de Yang-Lee
hacia el eje real.

Esta maniobra es una reificacion analitica. En el universo fisico real, donde (N) es
inmenso pero finito, el agua no hierve mediante una singularidad infinita; hierve
mediante un cambio de régimen dindmico asombrosamente empinado, cuya
pendiente escala con (N), pero que permanece rigurosamente suave y continuo bajo
una resolucion (p) suficientemente fina. La discontinuidad es una idealizacién; el
cambio de fase fisico es un proceso continuo pero vertiginoso.

Lejos del limite termodindmico, la Segunda Ley no es una desigualdad estricta ((S 0)),
sino una igualdad exacta sobre promedios de trayectorias finitas. Las relaciones
de fluctuacién de Jarzynski (1997) y Crooks (1999) establecen:
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[e"{-W}=e"{-F}]

donde (W) es el trabajo realizado a lo largo de una trayectoria finita, (= 1/(k_.B T)) y
(F) es la diferencia de energia libre entre los estados inicial y final. Esta igualdad
demuestra que la termodindmica finita no es “estadistica aproximada”; tiene leyes
exactas y reversibles a nivel de trayectorias individuales (con (N) finito), y la
irreversibilidad macroscopica emerge solo al promediar sobre muchas trayectorias
(grano grueso (G_{macro})). Esto valida la ontologia operativa: lo fundamental es la
trayectoria finita reversible; lo emergente es la ley macroscopica irreversible.

Elevar el limite termodinamico a la categoria de ontologia fundamental es cometer el
mismo error que elevar el continuo espacio-temporal de la Relatividad General a la
categoria de tejido fundamental. La termodindmica clasica es una teoria de grano
grueso (coarse-graining), una aproximacion estadistica extraordinariamente util
cuando (N 107{23}), donde las fluctuaciones son tan pequefias que los instrumentos
macroscépicos no pueden resolverlas. Pero en su nivel mas profundo, la
termodinamica debe ser una teoria de sistemas finitos, sujeta a las leyes de la
computacidén y la informacién.

3. Definicion operativa: El macroestado como estado
instrumentado ((G, k, p))

Si abandonamos el limite termodinamico y aceptamos que los sistemas fisicos son
finitos, ;como redefinimos el macroestado y la entropia sin caer en el subjetivismo?

Bajo nuestra terna fundacional (G, k, p ), el macroestado deja de ser una “propiedad”
intrinseca del gas y se revela como lo que realmente es: un estado instrumentado, el
resultado de un protocolo de medicion ejecutado por un agente finito.

¢ El Generador ((G_{macro})): Es el protocolo de grano grueso (coarse-graining).
Es la regla algoritmica que el instrumento utiliza para agrupar los (107{23})
microestados posibles en clases de equivalencia macroscépicas (por ejemplo,
“todas las configuraciones que ejercen una presion entre (P) y (P + P)”).
(G_{macro}) no describe el gas; describe la interaccién entre el gas y el aparato de
medicion.

e La Escala ((k_{macro})): Son los recursos fisicos del instrumento: su tiempo de
integracion (cuanto tiempo promedia los choques moleculares), su tamafio, su
capacidad de memoria para registrar el estado.

e La Precision ((p_{macro})): Es la resoluciéon del instrumento, el margen de
error inevitable ((T, P, V)).

Para dar contenido operacional a estas definiciones, imaginemos un interludio
instrumental. El termOmetro no “lee” la temperatura. Su mercurio (o resistencia
eléctrica) sufre (10*{15}) choques por segundo con las moléculas del gas. Su inercia
térmica promedia esos choques en una variable macroscépica unica (dilataciéon o
voltaje). Ese promediado fisico es la ejecucion de (G_{macro}). La precision (p) es la
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fluctuacién residual que el termémetro no puede promediar: el ruido de Johnson-
Nyquist, que es la manifestacién directa de la finitud de (N) y de la discretitud del
espacio de fases.

El generador (G_{macro}) discretiza el espacio de fases continuo en celdas de volumen
(h”"{3N}) (por el principio de incertidumbre o la cuantizaciéon de fase). No sumamos
sobre puntos infinitos; contamos celdas finitas. El nimero de microestados accesibles
es:

[=1]
No hay infinito actual en la definicion operativa de ().

Bajo esta luz, la entropia no es una sustancia, ni es “ignorancia” en el sentido
psicoldgico. La entropia es una magnitud relacional: cuantifica la informacién que
falta para especificar el microestado exacto, dado un acoplamiento fisico con precision
(p)- Es objetiva en el sentido de que dos agentes con el mismo instrumento
((G_{macro}, p)) obtendran exactamente la misma entropia. Es la Entropia de Shannon
(o su andloga, la entropia de von Neumann en el régimen cuantico, donde la traza
parcial sobre los grados de libertad inaccesibles del entorno —el mecanismo de
decoherencia que analizamos en el Capitulo 17— actia como el (G_{macro})
fundamental) asociada a la distribucién de probabilidad de los microestados
compatibles:

[H=-_ip.i_ 2p.i]

Nota de rigor: La entropia de Shannon, expresada en bits (logaritmo base 2), y la
entropia de Boltzmann-Gibbs, expresada en unidades de (k_B) (logaritmo natural), no
son numéricamente idénticas sino proporcionales:

[S=kB(2)H]

Esta conversion de unidades es la prueba cuantitativa precisa de que ambas miden la
misma magnitud fisica bajo convenciones distintas de escala. La entropia mide, en
bits, la capacidad de almacenamiento de informaciéon del espacio de fases que
permanece inaccesible dada la resolucion fisica (p) del acoplamiento.

La distribucién (p_i) no es subjetiva, sino que esta dictada por la dinamica del sistema
(el generador fisico (G_{univ})) a través del teorema de equiparticiéon o la medida
invariante de Liouville. El agente instrumenta el sistema asumiendo la distribucion
estadistica objetiva que el universo le proporciona dada su resolucién (p_{macro}).

Definimos también el agente termodinamico como un sistema fisico que ejecuta un
ciclo de: Medida — Registro — Accion (extraccion de trabajo) — Borrado (disipacidn),
sujeto al PTO y al principio de Landauer. El generador (G_{macro}) es, dinamicamente,
un protocolo ciclico:

1. Mide: Acopla el instrumento al microestado y produce un registro (r) (bits).

2. Comprime: Mapea (r) al macroestado (M), descartando la informacion
microscopica.
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3. Decide: Usa (M) para elegir una acciéon (A) (mover un pistén, abrir una
trampilla).

4. Borra: Resetea el registro (r 0) para poder ejecutar el siguiente ciclo.

El PTO exige que cada uno de estos pasos termine en tiempo finito y entregue un

estado. El borrado final es el paso que garantiza la terminacién termodinamica del
ciclo.

4. La demostracion constructiva: Demonios, Memorias y el Coste
de Landauer

Si la entropia esta ligada a la informaciéon y a la resolucion del agente, ;podria un
agente suficientemente inteligente violar la Segunda Ley de la Termodinamica y
construir una maquina de movimiento perpetuo?

Esta es la esencia del célebre Demonio de Maxwell (1867). Imaginemos una caja
dividida en dos por una pared con una pequefia trampilla. Un “demonio” (un agente
microscopico, un autémata) observa las moléculas que se acercan. Si ve venir una
molécula rapida (caliente) desde la izquierda, abre la trampilla y la deja pasar a la
derecha. Si ve una molécula lenta (fria) desde la derecha, la deja pasar a la izquierda.
Sin realizar ningln trabajo macroscopico, sin empujar pistones, el demonio separa lo
caliente de lo frio. La entropia del gas disminuye. La Segunda Ley parece violada.

Durante un siglo, este experimento mental fue un problema complicado para la
termodinamica. La resolucion definitiva no vino de la fisica de gases, sino de la teoria
de la computacion y la termodinamica de la informacion, gracias a Leo Szilard
(1929), Rolf Landauer (1961) y Charles Bennett (1982).

El demonio de Maxwell no es un espiritu magico; es un agente fisico finito sujeto al
Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO). Para operar, el demonio debe:

1. Medir la velocidad de la molécula (adquirir informacién).

2. Almacenar esa informaciéon en su memoria (un registro fisico, como un espin o
un transistor) para decidir si abre o cierra la trampilla.

3. Actuar sobre la trampilla.

Szilard comprendié que la adquisiciéon de informacién tiene un correlato fisico. Pero
fue Landauer quien dio el golpe maestro al analizar el ciclo de vida de la memoria del
demonio. La memoria del demonio es finita. Tras observar miles de moléculas, su
memoria se llena. Para que el demonio pueda seguir operando ciclicamente (para que
sea una maquina térmica y no un mero registro historico que se satura), debe borrar
su memoria, resetearla a su estado inicial de “listo”.

Landauer postuld, y Bennett demostré rigurosamente, que mientras que la medicién y
la computacién reversible pueden, en principio, realizarse sin disipaciéon de energia, el
borrado de informacion es légicamente irreversible. Borrar un bit de informaciéon
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(forzar un sistema de dos estados posibles a un Unico estado conocido, el cero) reduce
la entropia légica del sistema. Para compensar, y salvar la Segunda Ley, el acto fisico
de borrar debe disipar calor al entorno térmico por una cantidad minima de:

[ E{disipada} k BT 2 |
Este es el Principio de Landauer.

Es importante matizar que, aunque la computacion reversible tedrica evita el coste de
Landauer, cualquier agente fisico finito operando a (T > 0) debe lidiar con el ruido
térmico, lo que exige en la practica un gasto energético para mantener la coherencia
de sus registros. El principio de Landauer ha dejado de ser una conjetura teorica: fue
confirmado experimentalmente en laboratorios de nanofisica en 2012 (por
ejemplo, los experimentos de Bérut et al. con microparticulas atrapadas por laser).

Podemos ahora enunciar un teorema que formaliza la conexi6n entre el PTO, la
termodinamica y la informacién:

Teorema (Segunda Ley Operacional / Landauer-Bennett-PTO). Sea un agente
finito con memoria de capacidad (k {mem}) bits, acoplado a un bano térmico a
temperatura (T), que ejecuta un ciclo termodindmico sobre un sistema con generador
(G_{macro}) y precision (p). Sea (I_{adq}) la informacién adquirida en la medicién y
(W_{ext}) el trabajo extraido. Entonces, para que el agente pueda repetir el ciclo
indefinidamente (cumpliendo el PTO en cada iteracién), debe borrar su memoria. El
trabajo neto extraible por ciclo satisface:

[ W_{net} k BT 2 (I_{adq} - H_{borrado}) k_ BT 2 H_{sistema} |

La entropia termodindmica producida por ciclo es (S_{univ} k_ B 2 H_{borrado} 0). La
“fuerza” de la Segunda Ley es la obligacion termodindmica de borrar la memoria
finita.

Corolario: El Principio de Maximo Olvido.

Dado un agente finito con memoria (k) y precision (p), la evolucion termodindmica es el proceso de descartar
informacion microscdpica inaccesible para maximizar la capacidad predictiva y operativa del agente. La
Segunda Ley no es la tendencia al caos; es la obligacion ineludible de olvidar para poder seguir computando,
pagando la factura de Landauer por ello.

La Segunda Ley de la Termodinamica no es una ley mistica sobre el “desorden” o el
“caos” del universo. Es, en su nivel mas fundamental, una ley sobre la gestion de la
memoria en agentes finitos. La entropia termodinamica del universo aumenta
porque los agentes fisicos (sean demonios, cerebros, motores de combustiéon o
agujeros negros) deben interactuar con su entorno, registrar informaciéon vy,
eventualmente, borrar sus registros para liberar recursos ((k)) y poder seguir
computando el futuro.

El calor que disipa el motor, el calor que quema al tocar la caja, es el coste de
Landauer de borrar la informacion microscopica que el macroestado ((G_{macro}))
no puede (o0 no necesita) rastrear. La irreversibilidad termodindamica es el precio que
el universo cobra por el olvido.
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5. La paradoja de Loschmidt y la flecha del tiempo: La Hipotesis
del Pasado

Habiendo anclado la entropia a la informacién y al borrado, nos enfrentamos al tltimo
y mas profundo misterio de la termodinamica: la flecha del tiempo.

En 1876, Josef Loschmidt plante6 una objecion devastadora a la mecanica estadistica
de Boltzmann. Las leyes fundamentales de la fisica (las ecuaciones de Newton, las
ecuaciones de Maxwell, la ecuacidn de Schrodinger) son temporalmente reversibles.
Si filmamos el movimiento de las moléculas de un gas que se expande para ocupar una
caja, y luego proyectamos la pelicula al revés, las ecuaciones de movimiento se siguen
cumpliendo perfectamente. La fisica microscopica no distingue entre el pasado y el
futuro.

Sin embargo, la termodinamica macroscopica es brutalmente irreversible. Si
rompemos un vaso, los fragmentos nunca vuelven a unirse espontaneamente. Si
abrimos una valvula, el gas se expande, pero nunca se recoge de vuelta en una sola
mitad de la caja. ;Co6mo puede emerger una asimetria temporal macroscépica (la
flecha del tiempo) a partir de leyes microscopicas que son perfectamente simétricas?

La respuesta clasica de Boltzmann fue estadistica: hay abrumadoramente mas
microestados “desordenados” (de alta entropia) que “ordenados” (de baja entropia).
El sistema evoluciona hacia la alta entropia simplemente porque es inmensamente
mas probable.

Pero esta respuesta es insuficiente. Como sefial6 la paradoja de Loschmidt, si
tomamos un estado de alta entropia y revertimos las velocidades de todas sus
particulas, las ecuaciones de Newton dictan que el sistema deberia evolucionar hacia
un estado de baja entropia (el vaso roto que se recompone). La estadistica por si sola
no explica por qué nunca vemos a los vasos recomponerse en el mundo real.

La resoluciéon a esta paradoja requiere abandonar la dindmica local y mirar la
condicion de frontera global del universo. En filosofia de la fisica, esto se conoce
como la Hipétesis del Pasado (Past Hypothesis), término acuiado por David Albert
en Time and Chance (2000). La genealogia de esta idea es larga: fue anticipada por
Boltzmann en sus escritos tardios (1895-1897), desarrollada por Feynman en The
Character of Physical Law (1965), y fundamentada geométricamente por Roger
Penrose en su hipoétesis de curvatura de Weyl (1979).

El universo, en el momento del Big Bang, se encontraba en un macroestado de entropia extraordinariamente
baja (una configuraciéon microscopica inmensamente improbable y altamente comprimible).

La flecha del tiempo no es una propiedad de las ecuaciones de movimiento
((G_{univ})). La flecha del tiempo es la consecuencia de que el universo fue
“inicializado” en un estado de baja entropia. La termodindmica que observamos hoy
—el flujo de calor, la decadencia bioldgica, la expansién c6ésmica, el borrado de
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memorias— es simplemente la relajacion estadistica de ese estado inicial
improbable hacia estados de mayor probabilidad.

Conviene ser honestos sobre el estatus de esta hipétesis: no es un teorema derivado
de nuestro marco, sino un postulado cosmolégico abierto —ampliamente aceptado
mas no universalmente resuelto— sobre la condiciéon de frontera del universo.
Nuestra ontologia operativa no explica por qué el generador universal fue inicializado
en ese estado particular de baja entropia; solo muestra que, aceptada esa condicién de
frontera, la flecha del tiempo emerge naturalmente como relajaciéon estadistica, sin
necesidad de postular una asimetria adicional en las leyes dindmicas mismas.

Penrose identificé la base geométrica de la baja entropia inicial: en el Big Bang, el
tensor de curvatura de Weyl del espacio-tiempo era practicamente nulo ((C_{} 0)).
Esto significa que los grados de libertad gravitacionales del cosmos estaban en un
estado de orden y homogeneidad casi absolutos: la materia no estaba colapsada en
agujeros negros. La flecha del tiempo que observamos hoy —Ila fusién del hielo, la
combustiéon del carbén, el tictac de los relojes— es el drenaje continuo de esa
gigantesca reserva de baja entropia gravitacional inicial hacia los grados de libertad
microscopicos de la materia.

En nuestro marco operativo, el Generador Universal fue inicializado con una
estructura altamente ordenada (baja entropia de Shannon, alta compresibilidad
algoritmica). El Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO) y la asimetria temporal
emergen porque el universo esta “descomprimiendo” su estado inicial. El pasado es la
region del espacio de fases que ya ha sido computada y fijada (los bits ya han sido
escritos y, en muchos casos, borrados localmente, disipando calor). El futuro es el
espacio de fases de alta entropia hacia el cual el generador esta relajandose.

La irreversibilidad no esti en la fisica de las colisiones; esta en la historia coésmica.
Somos agentes finitos navegando en la estela termodinamica del Big Bang.

Puente con el Capitulo 18 (Red Causal): La Hipoétesis del Pasado tiene su
contrapartida geométrica en el crecimiento de la red causal. El Big Bang no es solo
“baja entropia de materia”; es baja entropia geométrica (red causal pequefia,
altamente ordenada, baja dimensionalidad espectral). La expansién del universo es la
adicién de nodos a la red causal (Capitulo 18). Cada nuevo nodo aumenta el volumen
espacio-temporal ((V)) y la capacidad de entropia ((S_{max} A)). La flecha del tiempo
termodinamica (Capitulo 19) y la flecha del tiempo geométrica (Capitulo 18) son la
misma flecha: el crecimiento irreversible de la red causal finita.

6. Analogia estructural: La termodinamica como compresion de
datos

Para consolidar esta vision, recurramos a una analogia que une la fisica estadistica con
la teoria de la informacién algoritmica (la complejidad de Kolmogorov).
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Imaginemos que el microestado exacto del gas (las posiciones y momentos de las
(107{23}) moléculas) es un archivo de datos sin comprimir de un tamafio
monstruoso. El macroestado instrumentado ((T, P, V)) es el resultado de aplicar un
algoritmo de compresion con pérdida de grano grueso (lossy coarse-graining),
similar a como un formato de imagen comprime millones de fotones en una matriz
manejable de pixeles.

Es crucial distinguir esta compresiéon de una compresion sin pérdida (como ZIP). Si
fuera sin pérdida, a partir de ((T, P, V)) un algoritmo podria reconstruir las (107{23})
posiciones moleculares exactas, lo cual es fisicamente imposible. El macroestado es
una compresion con pérdida: retiene inicamente las regularidades macroscépicas y
las invariantes de conservacion (energia, volumen, nimero de moles), descartando la
informacién microscépica especifica.

e El Macroestado (la etiqueta compacta): Contiene la informacién estructural
esencial, las regularidades, las leyes macroscépicas. Es compacto, manejable y
puede ser almacenado en la memoria finita del agente ((k_{macro})).

e La Entropia (el tamaiio del residuo incompresible): Es la medida cuantitativa
exacta (en bits de Shannon o unidades de Boltzmann) de toda la informacion
microscopica descartada por el protocolo de medicion. Es el tamano del
volumen de microestados compatibles que comparten la misma etiqueta
macroscopica.

e El Trabajo Util: Es la informacién estructural que si fue comprimida y que puede
ser “ejecutada” (descomprimida) para realizar una accién coherente (como
mover un piston).

e El Calor Disipado: Es el coste fisico que el universo impone cuando un agente
decide borrar o ignorar esa microinformaciéon para estabilizar su registro de
acuerdo con el Principio de Landauer. El calor es el coste del descarte, no la
informacién misma.

La Segunda Ley de la Termodinamica, en esta analogia, refleja el hecho de que un
sistema en equilibrio térmico tiene una distribuciéon de microestados uniforme, y por
tanto su entropia de Shannon es maxima: no hay patrones ocultos que un algoritmo de
compresion pueda explotar. Intentar extraer trabajo de un gas en equilibrio es como
intentar hacer un archivo ZIP mas pequefio a partir de un archivo de numeros
aleatorios generados por decaimiento radiactivo: el algoritmo falla, y el tamafio del
archivo permanece inalterado.

Nota de rigor sobre la incomputabilidad: Como establecimos en el Tomo I al tratar la
constante de Chaitin, la complejidad de Kolmogorov es incomputable. Ningtin agente
finito puede demostrar en tiempo finito que ha alcanzado el limite absoluto de
compresion (que el archivo es puro ruido aleatorio). Solo puede constatar que, con los
recursos (k) invertidos, no ha encontrado ningun patron explotable. La aleatoriedad
térmica, como la aleatoriedad algoritmica, es siempre una afirmacion relativa a los
recursos del observador. La Segunda Ley dicta que, en promedio, no puedes extraer
trabajo de un sistema cuando tu algoritmo de compresién ((G_{macro})) ya no
encuentra patrones deterministas que explotar.
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El Teorema de Brudno (1983) conecta rigurosamente la entropia de Shannon y la
complejidad de Kolmogorov: para sistemas ergddicos tipicos, la complejidad de
Kolmogorov por simbolo converge a la entropia de Shannon de la fuente. Esto valida la
analogia ZIP: para sistemas termodinamicos grandes y tipicos, la entropia de Shannon
(computable en principio para el agente) es equivalente a la complejidad de
Kolmogorov (incomputable en general) como medida de la incompresibilidad.

La termodinamica finita es, en ultima instancia, la ciencia de los limites de la
compresion de datos en un universo donde la memoria ((k)) es finita y el borrado de
datos (la disipacion de calor) es inevitable.

7. Conclusion: La gramatica de la termodinamica finita

Hemos desmantelado la termodinamica del infinito actual. Hemos demostrado que el
limite termodinamico es una herramienta matematica, no una ontologia. Hemos
revelado que la entropia no es un fluido césmico, sino el coste informacional
relacional del grano grueso. Y hemos anclado la Segunda Ley y la flecha del tiempo a la
termodinamica de la computaciéon (Landauer-Bennett) y a la condiciéon de frontera
cosmologica (Penrose, Albert).

Para cerrar, observemos cémo la adopcion de esta ontologia operativa transforma la
gramatica con la que describimos los fen6menos térmicos:

Gramatica Reificadora
(Termodindamica Clasica / | Gramatica Operativa (Termodindmica Finita / (G, k, p))
Limite (N ))

Sustantivo: “La entropia (S) | Medida Informacional: “La entropia es la informacion

es una propiedad del faltante (Shannon) dada la precision (p) del
sistema”. instrumento”.
Objeto: “El macroestado es Estado Instrumentado: “El macroestado es el
la realidad subyacente”. resultado del protocolo de grano grueso (G_{macro})”.
Ley Mistica: “La entropia Ley Computacional: “El borrado de memoria
siempre aumenta (el (Landauer) disipa calor; los agentes finitos deben
desorden crece)”. olvidar para seguir computando”.
Ilusion: “Las fluctuaciones | Realidad Fisica: “Las fluctuaciones son la firma de que
son ruido despreciable”. (N) es finito y el ANR se cumple”.
Tiempo: “La flecha del Historia Césmica: “La flecha del tiempo es la
tiempo emerge de la relajacion de la Hip6tesis del Pasado (baja entropia
probabilidad”. inicial)”.

Limite Computacional: "Muerte térmica = Fin de la
compresibilidad. El universo ha agotado su reserva de
‘archivos comprimibles’ (baja entropia inicial). Todo es

ruido incompresible ((K

Estado Final: “Muerte
térmica = Maximo desorden,
entropia maxima”.
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La termodindmica no es la ciencia del calor. Es la ciencia de los limites de la
computacion fisica. Nos ensefla que cada vez que un agente finito (un humano, una
célula, una estrella) decide ignorar los detalles microscopicos del universo para poder
operar en él, el universo le cobra esa ignorancia en forma de calor disipado.

El universo no camina hacia la muerte térmica porque “ame el desorden”. El universo
camina hacia la muerte térmica porque estd ejecutando, paso a paso, bit a bit, la
descompresidn algoritmica de la semilla de baja entropia con la que fue inicializado. Y
nosotros, agentes finitos, somos los motores que ejecutan esa descompresion,
pagando nuestra existencia y nuestra memoria con el calor que vertemos al vacio.
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Capitulo 20: La gravedad como fuerza entrdpica

1. El experimento fundacional: La manzana, la Luna y el misterio
de la atraccion

Imaginemos dos escenarios que han definido la fisica durante siglos. En el primero,
una manzana se desprende de un arbol y cae hacia la Tierra. En el segundo, la Luna
orbita alrededor de la Tierra, manteniéndose en una trayectoria curva que la fisica ha
descrito con precisidn extraordinaria.

Isaac Newton, en 1687, unifico6 ambos fen6menos con una sola ley: la gravitacion
universal. Postulé que toda masa atrae a toda otra masa con una fuerza proporcional
al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que
las separa:

mm
F=0G 111t2

r2

Esta ley es una de las cumbres de la ciencia humana. Predice con asombrosa precision
el movimiento de los planetas, las mareas, la trayectoria de los cometas y la caida de
los cuerpos. Pero Newton mismo reconocia que su teoria tenia un problema
conceptual profundo: la accidon instantanea a distancia. ;CO6mo puede la Tierra
“saber” que la Luna esta ahi y ejercer una fuerza sobre ella a través de 384.000
kildbmetros de vacio, sin ningiin medio que transmita la interaccién, y ademas hacerlo
instantaneamente?

Newton escribid en una carta a Richard Bentley (1692): “Que la gravedad sea innata,
inherente y esencial a la materia, de modo que un cuerpo pueda actuar sobre otro a
distancia, a través del vacio, sin mediacién de ninguna otra cosa... es para mi un absurdo
tan grande que creo que ningtin hombre competente en materia filosofica puede caer
jamds en éL.”

Sin embargo, Newton no ofrecié un mecanismo. Solo describio la ley matematica.

Dos siglos después, Albert Einstein (1915) resolvié el problema de la accion
instantanea con la Relatividad General. La gravedad no es una fuerza que actiia a
distancia; es la curvatura del espacio-tiempo causada por la masa y la energia. La
manzana cae porque sigue la geodésica (la trayectoria mas recta posible) en un
espacio-tiempo curvado por la masa de la Tierra. La Luna orbita porque el espacio-
tiempo alrededor de la Tierra esta deformado.

Las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la geometria del espacio-tiempo (lado
izquierdo) con la distribuciéon de materia y energia (lado derecho):

8nG
v = 7Tuv

Esta teoria es aun mas exitosa que la de Newton. Predice la precesién anémala del
perihelio de Mercurio, la deflexion de la luz por el Sol, las ondas gravitacionales
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(detectadas por LIGO en 2015) y los agujeros negros (fotografiados por el Event
Horizon Telescope en 2019).

Pero frente a este triunfo, debemos formular la pregunta forense que atraviesa este
capitulo: ;Por qué la masa y la energia curvan el espacio-tiempo?

Las ecuaciones de Einstein nos dicen cdmo la materia curva la geometria, pero no nos
dicen por qué existe esta relacion. ;Hay un mecanismo mas profundo? ;O es
simplemente un postulado fundamental que debemos aceptar sin explicacion
adicional?

En este capitulo, someteremos la gravedad al Axioma de No-Reificacion (ANR) y al
Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO). Argumentaremos, siguiendo la
propuesta de Erik Verlinde (2010), que la gravedad no es una fuerza fundamental ni
una propiedad geométrica primitiva del espacio-tiempo. La gravedad es una fuerza
entropica emergente, una tendencia estadistica macroscépica que surge de la
termodinamica de la informacién holografica. Y mostraremos que esta visiéon no solo
es filosoficamente satisfactoria, sino que reproduce las leyes de Newton y Einstein
como aproximaciones de grano grueso.

Conviene advertir desde el principio que la gravedad entrépica es un programa de
investigacion activo, no una teoria establecida. Como reconoceremos a lo largo del
capitulo, el nucleo termodindmico (Jacobson, Bekenstein, Unruh) es riguroso,
mientras que la extension especifica de Verlinde es heuristica y objeto de debate. Esta
distincidn es esencial para mantener la honestidad epistémica de la obra.

2. La deconstruccion de la ilusion: La gravedad como interaccion
fundamental

La fisica clasica trata la gravedad como una de las cuatro fuerzas fundamentales de
la naturaleza, junto con el electromagnetismo, la fuerza nuclear fuerte y la fuerza
nuclear débil. Esta clasificacion implica que la gravedad es una interaccién primitiva,
irreducible, que no puede explicarse en términos de algo mas profundo.

Pero esta clasificacion enfrenta problemas teoricos severos:

1. El problema de la gravedad cuantica: Las otras tres fuerzas fundamentales han
sido cuantizadas exitosamente mediante la teoria cuantica de campos. El
electromagnetismo se describe mediante la electrodindmica cuantica (QED), la fuerza
fuerte mediante la cromodinamica cuantica (QCD), y la fuerza débil mediante la teoria
electrodébil. Todas ellas son compatibles con la mecanica cuantica y la relatividad
especial.

Pero cuando intentamos cuantizar la gravedad usando las mismas técnicas, la teoria
resultante es no renormalizable: aparecen infinitos que no pueden absorberse en un
numero finito de parametros. La gravedad cuantica perturbativa “se rompe” a la
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escala de Planck ((_P 107{-35}) m), donde las fluctuaciones cuanticas del espacio-
tiempo se vuelven tan violentas que la nocién misma de geometria suave pierde
sentido.

Este fracaso sugiere que la gravedad podria no ser una fuerza fundamental en el
mismo sentido que las otras tres. Quizas la gravedad es algo diferente: una fuerza
emergente, una propiedad colectiva que surge de grados de libertad mas
fundamentales.

El fracaso cronico en la deteccidén y renormalizacion del “graviton” —la hipotética
particula mediadora de la gravedad— apunta a un error categorial profundo. En la
fisica de la materia condensada, las ondas sonoras en un cristal pueden cuantizarse
matematicamente en cuasiparticulas denominadas fonones. Los fonones son
herramientas de calculo utilisimas, pero ningun fisico afirmaria que un fonén es una
particula elemental que existe en el vacio; el fon6n es una excitacién colectiva
macroscépica de los &tomos de la red.

Intentar cuantizar las ecuaciones de Einstein para encontrar el gravitén es el
equivalente exacto a intentar cuantizar las olas del mar para descubrir la molécula de
agua. Como demostr6 Freeman Dyson en 2013, un graviton individual es fisicamente
indetectable en nuestro universo sin que el propio aparato de medicién colapse en un
agujero negro. La gravedad no es una interaccion cuantica fundamental que deba ser
cuantizada; es la hidrodinamica estadistica de una microestructura subyacente mas
profunda.

2. El problema de la constante cosmoldgica: La relatividad general permite afiadir a
las ecuaciones de Einstein un término adicional, la constante cosmoldgica (), que
actia como una energia del vacio. Las observaciones cosmolégicas (la aceleracion de
la expansion del universo) indican que () es positiva pero extraordinariamente
pequeiia: (107{-122}) en unidades de Planck.

La teoria cuantica de campos predice que el vacio deberia tener una energia enorme,
del orden de (1) en unidades de Planck (la “catastrofe del vacio”). La discrepancia
entre el valor predicho ((107{0})) y el valor observado ((107{-122})) es de 122
ordenes de magnitud, la peor prediccion en la historia de la fisica.

Esta discrepancia sugiere que nuestra comprension de la gravedad (o del vacio, o de
ambos) es fundamentalmente incompleta.

3. El principio de equivalencia y la universalidad de la gravedad: La gravedad
tiene una propiedad unica que la distingue de todas las demas fuerzas: afecta a toda
la materia y energia por igual. La masa inercial (la resistencia de un cuerpo a ser
acelerado) es exactamente igual a la masa gravitacional (la “carga” que siente la fuerza
gravitatoria). Este es el principio de equivalencia débil, verificado
experimentalmente con una precision de (107{-15}) por la misién MICROSCOPE
(2017).
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Las otras fuerzas no tienen esta propiedad. La fuerza electromagnética afecta solo a
las particulas con carga eléctrica; la fuerza fuerte solo a los quarks y gluones. Pero la
gravedad afecta a todo, independientemente de su composicion.

Esta universalidad es exactamente lo que esperariamos si la gravedad no fuera una
fuerza fundamental, sino una propiedad del espacio-tiempo mismo. Si el espacio-
tiempo se curva, todos los objetos que se mueven en él deben seguir esa curvatura,
independientemente de su naturaleza interna.

Pero esto nos lleva de vuelta a la pregunta: ;por qué el espacio-tiempo se curva? ;Y
qué es el espacio-tiempo en su nivel mas fundamental?

3. Definicion operativa: La gravedad como fuerza entropica ((G, k,

p))

En 2010, el fisico tedrico Erik Verlinde propuso una interpretacion radical de la
gravedad: la gravedad no es una fuerza fundamental, sino una fuerza entrdpica
emergente.

Esta idea se basa en tres pilares conceptuales que hemos desarrollado en capitulos
anteriores:

1. El principio holografico ('t Hooft, 1993; Susskind, 1995): La informacién en un
volumen de espacio esta codificada en su frontera (Capitulo 18).

2. La termodinamica de agujeros negros (Bekenstein, 1972-1973; Hawking,
1974-1975): Los agujeros negros tienen entropia proporcional al area de su
horizonte, no a su volumen (Capitulo 19).

3. La gravedad como ecuacion de estado (Jacobson, 1995): Las ecuaciones de
Einstein pueden derivarse de la termodindmica ((dE = T dS)) aplicada a
horizontes locales de Rindler (Capitulo 18).

Verlinde llev6 estas ideas un paso mas alld y propuso que la gravedad es analoga a la
fuerza elastica de un polimero o a la presion osmética: no es una interacciéon
fundamental entre particulas, sino una tendencia estadistica macroscépica a
maximizar la entropia.

Es importante reconocer aqui las contribuciones independientes de otros fisicos.
Thanu Padmanabhan (1957-2021) desarroll6 a lo largo de una década (2002-2010)
un programa sistematico que demuestra que las ecuaciones de campo de Einstein,
evaluadas en cualquier horizonte local, son idénticas a la primera ley de la
termodinamica ((T dS = dE + P dV)). Ted Jacobson (1995) derivo las ecuaciones de
Einstein de la termodinamica de horizontes. Y Sajarov (1967) propuso la gravedad
inducida, donde la accion de Einstein-Hilbert emerge de la elasticidad del vacio
cuantico. La propuesta de Verlinde se inscribe en esta tradicién, afiadiendo la
derivacion explicita de la inercia y la gravitacién newtoniana a partir de pantallas
holograficas.
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Bajo nuestra terna fundacional (G, k, p ), la gravedad se redefine de la siguiente
manera:

e El Generador ((G_{grav})): La gravedad no es una fuerza fundamental ni un
protocolo de grano grueso. Es la dinamica microscopica subyacente de los
grados de libertad informacionales en la red causal (los “bits” holograficos). El
generador es el motor oculto cuya termodinamica, al ser promediada por un
agente finito, produce la fuerza macroscopica que llamamos gravedad. El grano
grueso corresponde a la precisién (p), no al generador.

e La Escala ((K)): La escala relevante es el numero de bits de informacion ((N))
almacenados en la pantalla holografica. Segtin el principio holografico, (N = A /
_P~2),donde (A) es el area de la pantalla y (_P) es la longitud de Planck.

e La Precision ((p)): La precision es la resolucion a la que la fuerza gravitatoria
puede distinguirse de las fluctuaciones térmicas. A escalas macroscopicas ((k 1)),
la gravedad emerge como una fuerza suave y determinista. A escalas de Planck
((k 1)), la gravedad se disuelve en fluctuaciones estadisticas. Dado que las
fluctuaciones relativas decrecen como (1/), para cuerpos astrondémicos ((N
107{60})) la gravedad se manifiesta como una fuerza determinista con precision
(p 0); mientras que a escala de Planck ((N 1)), la nocién misma de aceleracién se
disuelve en ruido térmico.

Definamos operacionalmente la pantalla holografica: no es un objeto fisico material,
sino una frontera gaussiana imaginaria o interfaz de medicién que delimita la
cantidad de informacion (grados de libertad microscépicos) que fluye entre dos
regiones del espacio. Es el horizonte de resolucion del agente. No esta hecha de nada;
es una herramienta tedrica para codificar la informacion de una region.

Definamos también la fuerza entrdpica: es una fuerza que no deriva de un potencial
microscopico (V(r)), sino de un gradiente de entropia macroscépico:

[F=TS]

donde (T) y (S) son propiedades estadisticas de un ensamble microcanénico
subyacente.

Bajo este marco, la gravedad no es una interaccion fundamental entre masas. Es la
tendencia estadistica de un sistema termodinamico a maximizar su entropia
cuando una masa se acerca a una pantalla holografica.

Nuestra ontologia operativa es agndstica sobre la microestructura especifica: los
grados de libertad microscopicos pueden ser nodos de la red causal (Capitulo 18),
spin foams de la gravedad cuantica de bucles, cuerdas o bits holograficos. Lo que
exigimos es que exista un generador microscépico (G_{micro}) con escala finita que
termalice en horizontes, produciendo la gravedad como ecuacion de estado.
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4. El argumento de Verlinde: De la entropia holografica a las leyes
de Newton

Para mostrar que la gravedad es una fuerza entropica, seguiremos el argumento
heuristico de Verlinde (2010), que deriva la segunda ley de Newton ((F = ma)) y la ley
de gravitacion universal ((F = G m_1 m_2 / r”2)) a partir de principios
termodinamicos y holograficos.

Advertencia explicita: El siguiente argumento es heuristico, no una demostraciéon
rigurosa. Utiliza supuestos motivados (equiparticidn, temperatura de Unruh aplicada
a pantallas hologréaficas, la formula del cambio de entropia) que no se derivan de
primeros principios. Lo que el argumento muestra es que, dados estos ingredientes
termodindmicos ya establecidos, la ley de fuerza gravitatoria emerge como
consecuencia necesaria, sin necesidad de postularla como axioma adicional. El
teorema de Jacobson (1995), que presentamos al final, es un resultado matematico
riguroso; la derivacion de Verlinde es una propuesta heuristica.

Paso 1: El principio holografico y los grados de libertad

Consideremos una regién del espacio delimitada por una superficie cerrada (V) (una
“pantalla holografica”). Segun el principio holografico, toda la informacién fisica
contenida en el volumen (V) puede codificarse en la pantalla (V).

El nimero de grados de libertad (bits de informacidn) en la pantalla es proporcional a
su area:

N = A Ac®
-2 Gh
donde (_P =) es la longitud de Planck.
Cada grado de libertad tiene una energia promedio dada por el teorema de
equiparticion:

E—lNkT
= Nkg

donde (T) es la temperatura de la pantalla.

Aplicamos el teorema de equiparticion a los (N) bits de la pantalla holografica. Es una
postulacion termodinamica analoga a la de un gas, pero valida si los bits son los
grados de libertad térmicos relevantes del horizonte (hipétesis central de la gravedad
entropica).

Paso 2: La temperatura de Unruh

Cuando un observador se acelera con aceleracion (a), percibe el vacio cuantico como
un bafio térmico con temperatura:

242



_ ha
- 2mkge

Esta es la temperatura de Unruh (1976), un resultado bien establecido de la teoria
cuantica de campos en espacio-tiempo plano (Minkowski) para observadores
acelerados.

Interludio: El Bafio Térmico de la Aceleracion. Un observador acelerado no ve el
vacio cuantico como vacio. Su horizonte de Rindler (la frontera de lo que puede ver)
actia como una pantalla holografica caliente. La aceleracién es temperatura. Esta
equivalencia ((a T)) es el puente que une inercia ((a)) y termodinamica ((T)). Es
importante distinguir: Unruh (1976) es para aceleracion en espacio plano; Hawking
(1974) es para horizontes de agujeros negros en espacio curvado. Verlinde usa Unruh
para derivar la inercia.

Paso 3: El cambio de entropia cuando una masa se acerca a la pantalla

Cuando una particula de masa (m) se acerca a la pantalla holografica una distancia (x),
la entropia de la pantalla cambia. Verlinde argumenta que el cambio de entropia es:

mc
AS = 277.'kB TAX

Este gradiente se deriva pidiendo que el cambio de entropia de la pantalla compense
la localizacion de la particula. Si la particula de masa (m) se acerca (x), su longitud de
onda de Compton (_C = h/mc) determina la resolucidn. El factor (2) une la geometria
de la pantalla (esfera) con la cuantica. Sin embargo, el argumento es heuristico: la
formula se obtiene a partir del limite de Bekenstein y la longitud de onda de Compton,
pero no es una derivacion rigurosa.

Paso 4: La fuerza entrdpica

En termodindmica, una fuerza entrépica es una fuerza que surge de la tendencia de
un sistema a maximizar su entropia. La fuerza es el gradiente de la entropia
multiplicado por la temperatura:

P TAS
- Ax
Sustituyendo las expresiones de (T) (temperatura de Unruh) y (S / x) (gradiente de
entropia):

Simplificando:

F =ma
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jEsta es exactamente la segunda ley de Newton! La hemos derivado sin postular la
existencia de una “fuerza gravitatoria” fundamental. La inercia ((F = ma)) emerge
como una fuerza entropica: la tendencia del sistema a maximizar la entropia cuando
una masa se acelera.

Paso 5: La ley de gravitacion universal de Newton

Ahora consideremos una masa (M) en el centro de una pantalla holografica esférica de
radio (r). La energia total contenida en la pantalla es la energia en reposo de (M):

E = Mc?

Usando el teorema de equiparticién ((E = N k_B T)) y el nimero de grados de libertad
(N=A/_P"2=4r"2c"3/G)):

Me? = 1 (4mr2c3 T
“=2"6n )
Despejando la temperatura:

MGh

T=———
2mkgr?c

Ahora, cuando una particula de masa (m) se acerca a la pantalla, experimenta una
fuerza entropica:

F_TAS_( MGh > (2 I mc)
~ Ax  \2mkgric T
Simplificando:

GMm

iEsta es exactamente la ley de gravitacion universal de Newton! La hemos derivado
sin postular la existencia de una “fuerza gravitatoria” fundamental. La gravedad
emerge como una fuerza entrépica: la tendencia del sistema a maximizar la entropia
holografica cuando una masa se acerca a una pantalla.

Nota de circularidad parcial y profundidad ontoldgica: Obsérvese que esta
derivacion presupone la equivalencia masa-energia ((E=Mc”2)) y la termodindmica
estadistica. Esto no es un defecto, sino una revelacién: nos muestra que la gravedad, la
inercia, la masa y la termodinamica no son dominios independientes de la fisica, sino
facetas de un mismo fenémeno informacional subyacente. El argumento de
Verlinde no deduce la gravedad desde la “nada”, sino que demuestra que la gravedad
es inextricable de la termodinamica del vacio.
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Paso 6: Las ecuaciones de Einstein

El argumento puede generalizarse para derivar las ecuaciones de campo de
Einstein. Jacobson (1995) demostré que si exigimos que la relacion termodinamica (Q
=T dS) se cumpla para todos los horizontes de Rindler locales (horizontes percibidos
por observadores acelerados), entonces la geometria del espacio-tiempo debe
satisfacer las ecuaciones de Einstein:

8nG
Guv = —7 Tw

Esto significa que las ecuaciones de Einstein no son leyes fundamentales de una
interaccién primitiva. Son la ecuacion de estado del espacio-tiempo, analoga a la ley
de los gases ideales ((PV = N k_B T)) o a la ecuacién de Navier-Stokes para fluidos.
Describen el comportamiento macroscopico emergente de grados de libertad
microscépicos que no son geométricos, sino informacionales.

Teorema (Emergencia Termodinamica de la Gravedad
Newtoniana/Einsteiniana). *Dado un sistema holografico con grados de libertad (N
= A/_P”2) en una pantalla de area (A), térmicamente equilibrado a temperatura de
Unruh (T = a / 2k_B c) (para aceleracién (a)) o Hawking (T = ¢ / 4k_B r_s) (para masa
(M)), y asumiendo el gradiente de entropia (S = 2k_B (mc/) x) para una particula
testigo (m): 1. La segunda ley de Newton ((F=ma)) emerge como la fuerza entrépica (F
=T S) asociada a la aceleracion (bafio de Unruh). 2. La ley de gravitacion universal ((F
= G Mm/r*2)) emerge como la fuerza entrdpica asociada a la masa fuente (M)
(pantalla holografica esférica, equiparticion). 3. Generalizando a horizontes de Rindler
locales, las ecuaciones de campo de Einstein emergen como la ecuacion de estado
termodinamica (Q = T dS) (Jacobson 1995). La gravedad no es una interaccién
fundamental; es la ecuacion de estado termodinamica de los grados de libertad
holograficos.*

5. Analogia estructural: La gravedad como presion osmotica y
elasticidad de polimeros

Para consolidar esta visidn, recurramos a dos analogias que ilustran co6mo una
“fuerza” puede emerger de la termodinamica sin ser una interaccion fundamental.

Analogia 1: La presion osmatica

Imaginemos un recipiente con agua dividido en dos compartimentos por una
membrana semipermeable (que deja pasar el agua pero no las moléculas de sal). En
el compartimento izquierdo hay agua pura; en el derecho, agua con sal.

Las moléculas de agua se mueven aleatoriamente (movimiento browniano) y chocan
contra la membrana. Como hay mas moléculas de agua en el lado izquierdo (donde no
hay sal que ocupe espacio), el flujo neto de agua es de izquierda a derecha. El nivel del

245



agua sube en el compartimento derecho hasta que la presién hidrostatica equilibra el
flujo osmético.

Desde una perspectiva macroscépica, parece haber una “fuerza osmética” que
empuja el agua hacia el lado derecho. Pero esta fuerza no es una interaccion
fundamental entre moléculas. Es una tendencia estadistica a maximizar la entropia:
el sistema evoluciona hacia el estado de maxima entropia, donde la sal esta lo mas
diluida posible.

La “fuerza osmotica” es una fuerza entropica, exactamente analoga a la gravedad en el
marco de Verlinde. La materia actia como el “soluto” que altera la densidad de
estados en la pantalla holografica, y la “atraccién” gravitatoria es el flujo estadistico
del sistema hacia la maxima entropia holografica. (Esta analogia es una metafora, no
una descripcion literal.)

Analogia 2: La elasticidad de un polimero

Imaginemos una cadena de polimero (como una molécula de ADN o una proteina)
sumergida en agua. La cadena puede adoptar muchas configuraciones diferentes,
enrolldndose y desenrollandose aleatoriamente debido a las colisiones con las
moléculas de agua.

Si estiramos la cadena, reducimos el nimero de configuraciones posibles (reducimos
la entropia). La cadena “quiere” volver a su estado enrollado, no porque haya una
“fuerza elastica” fundamental entre los monémeros, sino porque el estado enrollado
tiene mayor entropia.

La fuerza elastica que sentimos al estirar la cadena es una fuerza entroépica: (F =T S).
Es exactamente la misma estructura matemadtica que la gravedad en el marco de
Verlinde.

La gravedad como elasticidad del espacio-tiempo

S4jarov (1967) propuso que la gravedad es la elasticidad del vacio cuantico. Del
mismo modo que un soélido elastico se deforma cuando aplicamos fuerzas externas, el
espacio-tiempo se “deforma” (se curva) cuando introducimos masa y energia. La
curvatura no es una propiedad fundamental; es la respuesta elastica de un medio
microscépico (los grados de libertad holograficos) a una perturbacién externa.

Conviene matizar: la gravedad inducida de Sajarov es un precursor de la idea de
elasticidad, pero su mecanismo (polarizacion del vacio por bucles de materia) difiere
del de Verlinde (entropia holografica). Ambas comparten la idea de que la gravedad es
emergente, pero no son idénticas.

Las ecuaciones de Einstein son las ecuaciones de la elasticidad del espacio-tiempo. La
constante gravitacional (G) es andloga al médulo de elasticidad de un material. Y la
gravedad es la fuerza entropica que emerge cuando el espacio-tiempo intenta
maximizar su entropia holografica.
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Puente con el Capitulo 18 (Red Causal): La Red Causal provee la microestructura
(G_{micro}): los nodos y enlaces causales son los “4tomos” del espacio-tiempo. La
termalizacion de la red en horizontes (area (A N_{nodos})) genera la entropia de
Bekenstein (S =k_B A / 4_P"2). La gravedad entrépica es la hidrodinamica de la Red
Causal. La constante (G) (Newton) es la “viscosidad” o mddulo elastico de la red.

6. Implicaciones filosoficas: El fin de la gravedad como fuerza
fundamental

La interpretacion de la gravedad como fuerza entrdpica tiene consecuencias
profundas para nuestra comprension del universo:

1. La gravedad no es fundamental: La gravedad no es una interaccion primitiva de
la naturaleza, al mismo nivel que el electromagnetismo o las fuerzas nucleares. Es una
propiedad emergente, colectiva, que surge de la termodindmica de grados de libertad
microscépicos que no son geométricos ni gravitatorios.

Esto disuelve (aunque no resuelve completamente) el problema de la gravedad
cuantica. Si la gravedad no es fundamental, no necesitamos cuantizarla. Lo que
necesitamos es identificar los grados de libertad microscépicos (probablemente
relacionados con la red causal del Capitulo 18) y demostrar que su dindamica
termodinamica reproduce la relatividad general a escalas macroscopicas. La gravedad
entropica no evita la mecanica cuantica; la reubica. Los grados de libertad micro
((G_{micro})) son cuanticos; la gravedad es su ecuacidon de estado clasica.

2. El espacio-tiempo no es fundamental: Si la gravedad es emergente, entonces el
espacio-tiempo mismo es emergente. El espacio-tiempo no es el escenario
fundamental donde ocurren los eventos fisicos; es una descripcion de grano grueso de
la dinamica de grados de libertad mas profundos (la red causal, los bits holograficos, o
lo que sea que resulte ser la microestructura del universo).

Esto es coherente con nuestra interpretaciéon del espacio-tiempo como red causal
discreta (Capitulo 18). La geometria continua de la relatividad general es una
aproximacion termodindamica que emerge cuando promediamos sobre muchos nodos
de la red causal.

3. La inercia es entropica: El argumento de Verlinde no solo deriva la ley de
gravitacidn, sino también la segunda ley de Newton ((F = ma)). Esto sugiere que la
inercia (la resistencia de un cuerpo a ser acelerado) también es una fuerza entrépica.
Cuando aceleramos un objeto, cambiamos su relacién con el bafio térmico de Unruh, y
la fuerza inercial es la tendencia del sistema a maximizar la entropia.

Esto conecta con el principio de Mach —la idea, atribuible a Ernst Mach y que influy6
en Einstein, de que la inercia de un objeto esta determinada por la distribucién de
materia en el universo— y sugiere que la inercia y la gravedad tienen el mismo origen
termodinamico.
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4. La constante cosmolégica como temperatura del vacio: Una posibilidad
especulativa, no explorada por Verlinde en su formulacién original, es interpretar la
constante cosmoldgica () en términos termodinamicos. En un universo de Sitter en
expansion acelerada, el horizonte cosmolégico de Hubble ((R_H)) posee una
temperatura de Gibbons-Hawking (1977):

[TH]

donde (H_0) es la constante de Hubble. La constante cosmolégica () podria
interpretarse como la densidad de energia basal de ese bafio térmico holografico,
imponiendo una temperatura y una cota de entropia maxima al horizonte c6smico, lo
que limita la capacidad total de procesamiento del universo. Esta es una extension
especulativa propia, no parte de la propuesta original de Verlinde.

5. La flecha del tiempo y la gravedad: Aunque las ecuaciones macroscdpicas de
Einstein son tiempo-reversibles (como la ley de los gases ideales), el mecanismo
generativo subyacente que las produce es intrinsecamente termodinamico. La
gravedad emerge de la maximizacion de la entropia, vinculando su origen al mismo
proceso irreversible que dicta la flecha del tiempo, incluso si su expresion
macroscéopica promediada parece reversible.

6. Ondas gravitacionales como fluctuaciones entrépicas: Las ondas
gravitacionales detectadas por LIGO no son “ondas de un campo fundamental (g {})".
Son ondas de densidad entrdpica propagandose en la pantalla holografica / red
causal. La “amplitud de strain” (h) es la fluctuacion relativa del area/entropia: (A / A
h). LIGO mide fluctuaciones termodinamicas en la geometria emergente.

7. Materia oscura emergente: En 2016, Verlinde public6 una extensiéon crucial
(Emergent Gravity and the Dark Universe). En un universo con energia oscura y
constante cosmoldgica positiva, el horizonte de Hubble impone una escala de
aceleracion minima critica ((a_0 ¢ H_0)). Por debajo de este umbral (en los bordes
exteriores de las galaxias), la elasticidad entrdpica del vacio genera una fuerza
gravitatoria residual adicional.

Las curvas de rotacién planas de las galaxias no requieren necesariamente la
existencia de particulas de materia oscura exoticas e indetectables; emergen de forma
natural como la respuesta elastica de la entropia del vacio cosmolégico. La gravedad
modificada no es una violacién de las leyes fisicas, sino la manifestacién de que la
termodinamica del universo opera a todas las escalas.

Conviene notar que, si bien esta extension de 2016 es filos6ficamente elegante y
reproduce las curvas de rotacién galacticas, enfrenta en la actualidad serios desafios
empiricos al intentar escalarla a la dindmica de ciumulos de galaxias y a las
anisotropias del Fondo Césmico de Microondas. Nuestra ontologia abraza el principio
general (la gravedad como elasticidad del vacio), pero mantiene el agnosticismo sobre
si el modelo especifico de Verlinde de 2016 es la parametrizacién correcta de dicha
elasticidad.
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7. Conclusion: La gramatica de la gravedad emergente

Hemos sometido la gravedad al escrutinio forense de la terna (G, k, p ) y el veredicto
es provocador: la gravedad, tal como la entendemos en la relatividad general, no es
una fuerza fundamental ni una propiedad geométrica primitiva. Es una fuerza
entropica emergente, una tendencia estadistica macroscépica que surge de la
termodinamica de grados de libertad holograficos.

Conviene recordar, antes de cerrar, que lo aqui expuesto es un programa de
investigacion activo y no un consenso establecido. El nucleo termodinamico
(Jacobson, Bekenstein, Unruh) es riguroso; la extensidén especifica de Verlinde es
heuristica y objeto de debate. Nuestra ontologia operativa es compatible con la
gravedad entrépica, pero no depende de ella.

El Axioma de No-Reificacidn nos obliga a aceptar que la geometria del espacio-tiempo
no es el suelo del universo, sino la sombra estadistica que proyecta una red de grados
de libertad informacionales mas profundos.

Para cerrar, observemos como esta ontologia transforma la gramatica con la que

describimos la gravedad:

Gramatica Reificadora
(Relatividad General Estandar)

Gramatica Operativa (Gravedad Entroépica / (G, k, p

)

Sustantivo: “La gravedad es
una fuerza fundamental”.

Verbo/Emergencia: “La gravedad emerge como
tendencia estadistica a maximizar la entropia”.

Objeto: “El espacio-tiempo
curvo es la realidad
fundamental”.

Estado Instrumentado: “La geometria es la
ecuacion de estado termodinamica de grados de
libertad holograficos”.

Ley: “Las ecuaciones de
Einstein son leyes dinamicas
fundamentales”.

Ecuacion de Estado: “Las ecuaciones de Einstein
son analogas a (PV=Nk B T)".

Mecanismo: “La masa curva el
espacio-tiempo (postulado)”.

Mecanismo: “La masa cambia la entropia de las
pantallas holograficas, generando una fuerza
entropica”.

Inercia: “La inercia es una
propiedad primitiva de la
materia”.

Inercia Entrépica: “La inercia es la resistencia
termodinamica a cambiar la relaciéon con el bano de
Unruh”.

Cuantizacion: “Cuantizar
(g_{}) — Gravitén / Gravedad
Cuantica”.

Termalizacion: “Identificar (G_{micro}) (Red
Causal/Bits) - Termodinamica Cuantica de
Horizontes”.

Constante (): “Parametro libre
/ Energia de vacio (catastrofe
122 érdenes)”.

Temperatura del Vacio: “(T_{dS} = H/2) (Gibbons-
Hawking). Temperatura finita del horizonte de de
Sitter = Entropia finita del universo observable.”
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La gravedad no es una fuerza que actda a distancia, ni es la curvatura de un espacio-
tiempo fundamental. La gravedad es la tendencia estadistica de un sistema
termodinamico a maximizar su entropia holografica. Es la presion osmotica del
vacio cudntico. Es la elasticidad de la red causal.

Al comprender que la gravedad es una fuerza entrdpica emergente, estamos listos
para enfrentar el siguiente misterio: si el espacio-tiempo, la gravedad y la
termodinamica son todos fendmenos emergentes, ;cuales son los grados de libertad
fundamentales del universo? ;Qué es lo que realmente “computa” el universo cuando
evoluciona?

El Principio de Terminacién Ontolégica se cumple en la gravedad entrépica porque el
agente finito no necesita computar las infinitas interacciones gravitatorias de un
continuo; solo necesita leer el registro macroscépico (la fuerza neta) que emerge de la
pantalla holografica. La gravedad es, por tanto, el supremo mecanismo de ahorro
computacional y disipacion de Landauer del universo: la naturaleza “olvida”
(borra) la microfisica de los (107{80}) grados de libertad individuales, pagando un
coste entropico, para entregarle al agente una ecuacién de estado macroscoépica, suave
y manejable.

Habiendo desmantelado la gravedad como fuerza fundamental, estamos preparados
para abordar la pregunta mas profunda de todas: ;es el universo una computadora
cuantica? Y si lo es, ;qué esta calculando?

Fin del Capitulo 20.

Nota sobre el estatus cientifico de la gravedad entropica:

Es vital aclarar que la propuesta de Verlinde (2010) es una hipétesis teérica, no una
teoria establecida. Ha generado intenso debate en la comunidad de fisica tedrica y ha
inspirado lineas de investigacion prometedoras, pero aun no ha sido confirmada
experimentalmente ni ha logrado derivar todas las predicciones de la relatividad
general en regimenes no triviales.

Algunos fisicos argumentan que la gravedad entrépica no puede reproducir ciertas
predicciones de la relatividad general (como las ondas gravitacionales o la dindmica
de agujeros negros en rotacion). Otros argumentan que la idea es circular o que no
proporciona un mecanismo microscopico concreto.

Sin embargo, la propuesta de Verlinde es valiosa porque ofrece una interpretacion
filosé6ficamente satisfactoria de la gravedad, coherente con el principio holografico
y la termodinamica de agujeros negros. Incluso si los detalles técnicos deben ser
refinados o reemplazados por una teoria mas completa, la idea central —que la
gravedad es emergente y no fundamental— es compartida por muchos programas de
gravedad cudntica (gravedad cudantica de bucles, teoria de cuerdas, conjuntos
causales).
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Nuestra ontologia operativa es compatible con la gravedad entrdpica, pero no
depende de ella. El Axioma de No-Reificacién y el Principio de Terminaciéon Ontolégica
son independientes de si la gravedad es fundamental o emergente. Lo que nuestra
ontologia exige es que cualquier teoria de la gravedad respete los limites fisicos de la
computacidén y la informacion, y que no reifique el espacio-tiempo como una sustancia
infinita y continua.
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Capitulo 21: El universo como computador cuantico

1. El experimento fundacional: El demonio de Laplace y la fantasia
de la omnisciencia

En 1814, el matematico y astrénomo Pierre-Simon Laplace formul6 el experimento
mental mas influyente y dafiino en la historia de la fisica teérica. En su Ensayo
filosdfico sobre las probabilidades, Laplace postulé la existencia de un intelecto
superior —conocido desde entonces como el “Demonio de Laplace”— que, en un
instante dado, conociera todas las fuerzas que animan la naturaleza y la situacién
respectiva de los seres que la componen. Si este intelecto fuera lo suficientemente
vasto como para someter estos datos al analisis matematico, abrazaria en la misma
férmula los movimientos de los cuerpos mas grandes del universo y los del &tomo mas
ligero; nada seria incierto para él, y tanto el futuro como el pasado estarian presentes
ante sus ojos.

Esta vision consolidé el determinismo clasico y la idea del “universo bloque”: un
mecanismo de relojeria newtoniano donde el tiempo es una ilusién subjetiva y el
futuro ya esta escrito, desplegado en un espacio de fases continuo de dimensiones
infinitas.

Frente a esta catedral conceptual, debemos formular la pregunta forense que cierra
el ciclo de nuestra fisica operacional: ;Dénde, fisicamente, computa el Demonio de
Laplace?

Para conocer la posicién y el momento de cada una de las 108° particulas del universo
observable con precision infinita (es decir, con infinitos decimales reales), el Demonio
necesitaria una memoria infinita. Para calcular el siguiente instante de tiempo
continuo, necesitaria ejecutar un namero infinito de operaciones ldgicas en un tiempo
cero.

El Demonio de Laplace no es una metafora de la omnisciencia; es la reificacion
suprema del infinito actual. Asume que el universo posee una capacidad de
procesamiento y almacenamiento ilimitada, y que las “leyes de la fisica” son decretos
platénicos que se ejecutan magicamente sobre un continuo matematico sin coste
energético ni termodinamico.

La imposibilidad del Demonio de Laplace no es solo una limitacién técnica de
almacenamiento; es una barrera logica demostrada por la fisica matematica
contemporanea. En 2008, David Wolpert probé formalmente que ningin agente fisico
computacional que forme parte del universo puede predecir con certeza absoluta el
estado futuro del cosmos. El argumento de Wolpert es la transposicién fisica del
Teorema de Incompletitud de Godel y de la diagonalizaciéon de Cantor: para que el
Demonio compute el estado de todas las particulas, debe computar también el estado
de su propio cerebro procesando esa informacién. Esta autorreferencia recursiva
exige que la memoria del Demonio sea estrictamente mayor que el universo que lo
contiene, lo cual es una contradiccion geométrica y fisica insuperable. El Demonio de
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Laplace no puede existir porque ningin sistema fisico puede ser mas grande que la
totalidad de la cual es solo una parte.

En este capitulo final del Tomo V, someteremos el cosmos entero al Axioma de No-
Reificacion (ANR) y al Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO).
Argumentaremos, apoyandonos en los limites fundamentales de la computacion fisica
(Mandelstam-Tamm, Margolus-Levitin, Bekenstein, Lloyd), que el universo no es un
espacio de fases continuo donde “ocurren” cosas. El universo puede modelarse
rigurosamente como un computador cudntico finito. No estd “simulado” en un
hardware externo (lo cual nos llevaria a la falacia de la simulacién y a un nuevo
dualismo teoldgico); el universo es, él mismo, el sustrato fisico y el proceso de
cémputo, indistinguibles ontolégicamente. Y al comprender los limites fisicos de este
cémputo, desmantelaremos la ultima gran ilusion teleoldgica de la fisica: el Principio
de Minima Accion.

Conviene advertir desde el principio que la expresiéon “el universo es un computador
cuantico” debe entenderse en un sentido epistémico-operacional, no en el sentido
de artefacto disefiado. No afirmamos que el universo sea una computadora en el
sentido de un dispositivo fabricado; afirmamos que la evoluciéon del universo es
descriptible como una secuencia de actualizaciones locales de un registro finito,
sujeta a limites de informacién y velocidad. Esta distincion es esencial para evitar el
pancomputacionalismo mistico que criticaremos en la seccién 6.

2. La deconstruccion de la ilusion: El espacio de fases y la
teleologia de la minima accion

La fisica clasica y la mecanica cuantica estandar estan construidas sobre dos pilares
que, leidos sin precaucion ontolégica, sugieren que el universo “sabe” hacia donde va 'y
“elige” el mejor camino.

1. El espacio de fases continuo: En la mecanica hamiltoniana, el estado del universo
se representa como un punto en un espacio de fases de 6N dimensiones (posicion y
momento para cada particula). Como las posiciones y los momentos se modelan con
numeros reales (R), el espacio de fases contiene una infinidad no numerable de
estados. Asumir que el universo “transita” por este espacio es asumir que la
naturaleza puede distinguir y computar diferencias de posicién del orden de 10~1000
metros. Esto viola frontalmente la Cota de Bekenstein y la Longitud de Planck que
establecimos en los Capitulos 18 y 19. El espacio de fases continuo es una ficcion
matematica; el espacio de estados real del universo es un espacio de Hilbert de
dimension finita (o una red de espines discretos), acotado por la termodindamica
holografica.

Es importante precisar qué significa que el espacio de Hilbert efectivo tenga

. .z .. 122 s . .
dimension finita 219", La cota holografica de Bekenstein establece que el niimero
maximo de grados de libertad independientes en una region es proporcional al area
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de su frontera en unidades de Planck. Si tratamos cada uno de estos 10122 grados de
libertad como un qubit (un sistema cuantico de dos niveles), entonces el espacio de

Hilbert efectivo tiene dimensién 21°"**, Sin embargo, esta es una cota de conteo, no
una afirmacidn sobre la estructura fina del espacio de estados. La estructura real del
espacio de Hilbert holografico estd sujeta a restricciones adicionales: no todos los
estados de ese espacio corresponden a geometrias semiclasicas validas. La cifra 2107
es una cota superior, no una descripcién exacta.

2. El Principio de Minima Accion (Teleologia disfrazada): Desde Maupertuis y
Euler hasta Feynman, la fisica se enorgullece del Principio de Minima Acci6n. Se nos
dice que una particula que viaja de A a B “explora todos los caminos posibles” y “elige”
aquel que minimiza la accién integral (S = [Ldt). Esta formulacién es
profundamente teleolédgica y reificadora. Sugiere que la particula tiene un proposito,
que “conoce” el destino final y que evalda globalmente todas las trayectorias antes de
decidir. En la integral de camino de Feynman, esto se traduce en que la particula toma
literalmente todos los caminos simultdneamente.

Bajo nuestra ontologia operativa, esta teleologia es una ilusién de grano grueso. El
universo no “optimiza” nada globalmente porque no hay un agente externo evaluando
una funcion de pérdida. Lo que la fisica clasica llama “minimizacién de la accion” es, en
el nivel fundamental, el resultado ciego de la interferencia cuantica local.

Conviene explicar con mas detalle este mecanismo, siguiendo la formulacién de
integrales de camino de Feynman. La amplitud de transicién cuantica para ir de A a B
es una suma sobre todas las historias posibles, ponderadas por la fase e’/%, donde S
es la accion de cada trayectoria. Lejos de la trayectoria clasica, la accién S varia
rapidamente de un camino a otro. Como % es extremadamente pequefio, las fases e'S/%
oscilan con una frecuencia vertiginosa entre caminos vecinos, y sus contribuciones se
cancelan mutuamente por interferencia destructiva. Unicamente en la vecindad de
la trayectoria donde la accidn es estacionaria (6S = 0), las fases varian lentamente y
las contribuciones vecinas interfieren de manera constructiva, reforzando la
probabilidad macroscépica.

La particula no “sabe” cudl es el camino de minima accién; la trayectoria clasica
emerge como la unica sefal coherente que sobrevive a la cancelacion algoritmica de
todas las fases incompatibles en el hardware cudntico del vacio. Esta es la
interpretacion estdndar de la mecanica cuantica (Feynman y Hibbs, Quantum
Mechanics and Path Integrals), no un descubrimiento de este capitulo. Lo que
afiadimos es la lectura ontolégica: la teleologia aparente es un artefacto del grano
grueso.
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3. Definicion operativa: El cosmos bajo la terna (G, k, p)

Si abandonamos el continuo y la teleologia, ;como definimos el universo como un
sistema fisico computacional sin caer en el pancomputacionalismo mistico (la idea de
que “vivimos en la Matrix” de un programador alienigena)?

La respuesta rigurosa fue articulada por fisicos como Richard Feynman (1982), David
Deutsch y Seth Lloyd. Feynman, en su conferencia seminal Simulating Physics with
Computers, demostré que la fisica cuantica no puede simularse eficientemente en una
maquina clasica de Turing, introduciendo la nocién de que la naturaleza misma
procesa informaciéon cudntica. Seth Lloyd, en su articulo fundamental Computational
Capacity of the Universe (Physical Review Letters, 2002), calculé rigurosamente los
limites de memoria y operaciones del universo observable.

Es crucial distinguir nuestra postura del “digital physics” clasico de Konrad Zuse
(Rechnender Raum, 1969) y Edward Fredkin. Zuse y Fredkin propusieron autématas
celulares clasicos sobre una cuadricula fija, lo cual rompia la relatividad especial y la
invarianza de Lorentz. Nuestra fisica operacional es cuantica, relacional y
covariante de Lorentz (via conjuntos causales de Poisson), superando las
limitaciones del mecanicismo digital primitivo.

Bajo nuestra terna fundacional (G, k,p), el universo observable se redefine de la
siguiente manera, respetando la independencia del fondo y la estructura de
conjuntos causales del Capitulo 18:

e El Generador (G,,i,): No es un “codigo fuente” escrito por un creador, ni un
Hamiltoniano global que genera un tiempo césmico absoluto. Es la regla de
actualizacion local que dicta como los grados de libertad elementales (los nodos
de la red causal del Capitulo 18) interactiian con sus vecinos inmediatos. En la
formulacién de conjuntos causales, esta regla es la dindmica de crecimiento
secuencial (Rideout-Sorkin). En la gravedad cuantica de bucles, es el
Hamiltoniano de restriccién que acttia localmente. No hay un reloj c6smico tnico;
el tiempo es emergente, no externo.

e La Escala (k): El tiempo c6smico no es un parametro continuo t que fluye sobre
un fondo newtoniano. Es el conteo de actualizaciones locales (eventos
causales) que el sistema ha ejecutado desde su inicializacion (el Big Bang). k es la
profundidad causal: el nimero de nodos en el cono de luz pasado de un
observador tipico. No es una coordenada global, sino un contador relativo al
observador.

e La Precision (p) / Memoria: La capacidad de almacenamiento de informacion
del universo no es infinita. Estd estrictamente acotada por la Cota Holografica
de Bekenstein aplicada al horizonte cosmolégico. El universo tiene un nimero
maximo y finito de grados de libertad (qubits o bits holograficos), del orden de
10122.

En este marco, la evolucién del universo es la aplicaciéon secuencial y local de G,y
sobre un registro de memoria finito, generando una secuencia de estados
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instrumentados. La “historia del universo” es el log de ejecuciéon (execution trace) de
este inmenso circuito cudntico. Pero no debemos leer “registro” y “circuito” en sentido
arquitectonico literal: no hay una CPU c6smica separada de una RAM césmica. La
distincién entre hardware y software es una proyeccion epistémica de agentes que
separan “estado” (memoria) de “regla” (procesador). En la base, solo hay eventos
causales actualizandose.

Definamos operacionalmente los grados de libertad fundamentales: son los nodos de
la red causal del Capitulo 18, los qubits del vacio que termalizan en horizontes segtin
la gravedad entropica del Capitulo 20. No especificamos su naturaleza dltima (espines,
cuantos de area, spin foams); lo que exigimos es que exista un generador
microscopico G,,icro cOn escala finita que produzca la dindmica observada.

4. La contabilidad cdsmica de bits y puertas ldgicas

Para mostrar que esta vision no es una metafora, sino una descripcion fisica
cuantitativa, debemos realizar la contabilidad de los recursos computacionales del
universo observable. Esta contabilidad no es una especulacién metaférica; es el
resultado del andlisis riguroso formulado por Seth Lloyd en 2002 (Computational
Capacity of the Universe, Physical Review Letters 88, 237901). Nos enfrentamos a dos
preguntas fundamentales: ;Cuadnta memoria tiene el universo? Y, ;cuantas
operaciones ha ejecutado desde el Big Bang?

Advertencia metodoldgica: Los numeros que presentamos son Ordenes de
magnitud, cotas superiores derivadas de constantes fisicas, no mediciones reales. El
limite de Margolus-Levitin se demuestra rigurosamente para sistemas cuanticos con
un Hamiltoniano bien definido; su aplicacion a “la energia total del universo
observable” como si este fuera un Unico sistema cuantico coherente es una
extrapolacion fuerte, legitimada por la literatura de limites computacionales del
universo (Lloyd), pero que debe entenderse como un limite superior idealizado.

A. La Memoria: La Cota de Bekenstein Cosmologica

La cantidad maxima de informacién (entropia maxima, S,,,,) que puede almacenarse
en una region del espacio esta limitada por el area de su frontera en unidades de
Planck (Capitulo 18). Para el universo observable, la frontera es el horizonte de
Hubble (o horizonte de eventos cosmoldgico), cuyo radio es Ry ~ ¢/H, ~ 1.3 X 102¢
metros.

El 4rea del horizonte es A = 4wR%. Dividiendo por el 4rea de Planck (¢2 ~ 2.6 X
1077° m?), obtenemos el nimero maximo de grados de libertad (qubits o bits de
informacién) que el universo observable puede contener:

A .
Nbits = M = 10122 bits
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Este es un numero asombroso, pero estrictamente finito. El universo no puede
almacenar nimeros reales con infinitos decimales. Su espacio de Hilbert efectivo tiene

. .z ;s 10122 . , ; . ;s . .z
una dimensién maxima de 2 . Cualquier teoria fisica que requiera mas informacion
que esta para describir el universo observable esta postulando grados de libertad
fantasma que no tienen correlato fisico.

Conviene aclarar la relacion entre esta cota y la entropia real del universo. La entropia
de la materia y radiaciéon ordinarias (bariones, fotones del fondo césmico) es del
orden de 108 bits. La diferencia entre 10%° y 10122 es precisamente la gigantesca
reserva de baja entropia gravitacional que permite la existencia de galaxias, estrellas y
seres vivos. El universo actual aun esta lejos de saturar térmicamente su volumen; la
cota holografica es un limite maximo, no una descripciéon de cudnta informacién esta
efectivamente presente.

B. El Procesador: El Limite de Margolus-Levitin

;Qué tan rapido puede computar este hardware cdsmico? En 1998, Norman Margolus
y Lev Levitin demostraron un teorema fundamental de la computacién cuantica: el
numero maximo de operaciones légicas por segundo (v,,4,) que puede realizar
cualquier sistema fisico esta estrictamente limitado por su energia total E:

2E
Vmax = %

Este es el limite de velocidad absoluto de la computacidn fisica. El resultado se basa en
el teorema de Mandelstam-Tamm (1945), que establecié la cota tiempo-energia
cuantica original. La intuicidn fisica es la siguiente: para distinguir dos estados
ortogonales (un “clic” 16gico), un sistema debe evolucionar lo suficiente como para
que sus funciones de onda dejen de solaparse. El principio de incertidumbre tiempo-
energia AEAt > h/2 dicta que un sistema de energia E no puede cambiar de estado
mas rapido que ~ E/h. Margolus-Levitin refina la constante a /2.

La energia total (masa-energia) del universo observable es aproximadamente E =
10%° Julios. Esta cifra corresponde a la masa-energia critica contenida dentro del radio
de Hubble actual (My ~ c3/2GH, ~ 10>® kg, lo que implica E =~ Myc? ~ 10%° ).
Sustituyendo en la féormula de Margolus-Levitin, obtenemos la tasa maxima de
operaciones del universo:

Vmax = 101%% operaciones por segundo

Conviene matizar: no toda la energia del universo esta disponible para computacidn.
Parte estd en forma de materia oscura, radiacion, energia oscura, etc., y no toda puede
convertirse en operaciones légicas. El calculo es una cota superior extrema, no una
descripcion realista.

C. El Tiempo de Ejecucion: El conteo k

La edad del universo, medida por relojes atémicos locales (tiempo propio desde el Big
Bang), es de aproximadamente 13.800 millones de afios, lo que equivale a t = 4.3 X
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107 segundos. Esta medicidn es ya un proceso de grano grueso sujeto a precisién p:
los relojes atémicos son instrumentos macroscépicos que promedian innumerables
eventos cuanticos.

Si multiplicamos la tasa mdaxima de operaciones por el tiempo transcurrido,
obtenemos el numero total de puertas logicas (eventos causales) que el universo ha
ejecutado desde su inicializacién. Esta es nuestra Escala k cosmica:

Kyniv = Vimax X t = (101%% ops/s) x (1017 s) ~ 10121 operaciones

Es importante reinterpretar esta cifra en términos de la red causal del Capitulo 18,
evitando la nocion de un “reloj cdsmico global”. En conjuntos causales, no hay un
tiempo absoluto t que fluya uniformemente; hay un orden causal parcial. La cifra
102! debe entenderse como el volumen 4D del cono de luz pasado en unidades de
Planck, aproximadamente (Ry/%p)* que es la medida covariante del numero de
eventos causales accesibles a un observador tipico. No es un conteo de “ticks”
globales, sino una estimacidn de la profundidad causal.

El Veredicto Forense

El universo observable puede caracterizarse, en términos de limites computacionales,
como un sistema que posee un registro de memoria de ~ 10?2 grados de libertad y
que ha ejecutado una profundidad causal de ~ 102! actualizaciones locales desde el
Big Bang.

Nétese que el numero de operaciones ejecutadas (10'?!) es del mismo orden de
magnitud que el nimero de bits de memoria disponible (10122). Esta coincidencia no
es una casualidad numérica empirica, sino una consecuencia estructural de la
cosmologia estdndar: tanto Np;.s < R4 /€% como ky,;,, o E - t escalan de forma similar
cuando se usan las relaciones cosmoldgicas estandar (E ~ Myp,;,c?, Ry ~ct, y la
relacion masa-radio del universo observable que ya esta cerca de su propio radio de
Schwarzschild). Este resultado es conocido en la literatura de fisica de la informacién
cosmolégica (Lloyd, 2002) precisamente como consecuencia de que el universo
observable se encuentra cerca de la saturacion holografica. El universo no esta
“sobrecargado” de cémputo; estd operando cerca del limite de su capacidad
termodinamica.

. u Lsi6 g s . e
Corrijamos una confusién de escalas: si kyp,;;, = 1021 operaciones totales y Ny ;.

10122, entonces el numero de operaciones por bit es del orden de 1071, es decir,
menos de una operacion por bit en toda la historia del universo. La afirmacién
“cada qubit ha sido volteado aproximadamente una vez por cada unidad de tiempo de
Planck” es incorrecta. El hecho genuinamente notable es que ki ¥ Npirs Son del
mismo orden de magnitud, lo que significa que el universo opera en el limite de
saturacion computacional, no que cada bit se actualice en cada tiempo de Planck.
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5. Las leyes de la fisica como algoritmos de compresion (El fin de
la teleologia)

Si el universo es un circuito cudntico ciego de 102! actualizaciones locales que

evoluciona sin propdsito, ;por qué los agentes finitos que habitamos en él (los seres
humanos) podemos describir su comportamiento mediante ecuaciones matematicas
extraordinariamente simples y elegantes, como las ecuaciones de Maxwell, la
Relatividad General o el Modelo Estandar?

Si el universo es puro computo, ;por qué parece “disefiado” o “optimizado”?
l

Aqui es donde debemos aplicar la Termodinamica de la Inferencia y la Compresion
que desarrollamos al conectar la entropia con la complejidad de Kolmogorov
(Capitulo 19).

Las “leyes de la fisica” no estan grabadas en el hardware del universo. El hardware
solo ejecuta la regla local (G,uiy)- Las leyes de la fisica son los algoritmos de
compresion con pérdida (G,,4.r0) que los agentes finitos (nosotros) hemos inferido
mediante la observacién, para poder predecir el macroestado futuro sin tener que
simular los 1012 microestados individuales.

Conviene precisar que las regularidades existen en la dindmica local, y los agentes las
comprimen. No decimos que las leyes sean subjetivas; decimos que son
descripciones de grano grueso de regularidades objetivas. Diferentes agentes (o el
mismo agente con distinta resolucion) pueden extraer distintas descripciones de
grano grueso igualmente validas dentro de su dominio.

Anclaje en el Grupo de Renormalizacion: Las leyes efectivas (Maxwell, GR, Modelo
Estdndar) son puntos fijos del Grupo de Renormalizacién. Son “atractores” de la
compresion: cualquier agente que intente predecir el macroestado debe converger a
ellas. No son subjetivas; son inevitables estructurales de la dinamica microscopica.
La elegancia de las matematicas no es una prueba de que el universo fue pensado por
una mente superior; es la prueba de que el universo fue inicializado con una baja
complejidad algoritmica (la Hipotesis del Pasado, que discutimos en el Capitulo 19,y
cuya formulacion técnica se debe a David Albert en Time and Chance, 2000, con la
fundamentacion geométrica de Penrose sobre la curvatura de Weyl).

El Big Bang fue un estado de alta compresibilidad: su curvatura de Weyl era
practicamente nula, lo que significa que su estado cuantico era un “estado producto”
casi puro, con baja complejidad de Kolmogorov. La flecha del tiempo es el crecimiento
del entrelazamiento y la complejidad. Las leyes de la fisica son simplemente los
patrones estadisticos que sobreviven a la descompresion termodindmica de esa
semilla inicial. Nosotros, como agentes, extraemos esos patrones porque nos permiten
sobrevivir y operar en el entorno con un gasto minimo de energia metabdlica (nuestro
propio limite de Landauer).

La Analogia de la Red Neuronal (Epistémica, no Ontolégica): El universo no es una
red neuronal que “aprende” con un proposito. Nosotros somos la red neuronal. El
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universo es el dataset masivo y el hardware fisico. A lo largo de miles de millones de
afios, la evolucion biolégica (y mdas recientemente, el método cientifico) ha
“entrenado” nuestros cerebros y nuestras matematicas para minimizar una funcion de
pérdida: la sorpresa entropica (el error de prediccion).

Conviene refinar esta metafora para no romper el monismo informacional: nosotros
no somos una red neuronal externa analizando un dataset; somos subrutinas auto-
referenciales del propio hardware coésmico que, a través de la evolucion y la
ciencia, han adquirido la capacidad de comprimir el comportamiento del circuito
global en algoritmos predictivos locales.

Cuando un fisico formula el Principio de Minima Accién, no esta descubriendo el
“proposito” del universo. Estd descubriendo que, dada la simetria de traslacion y
rotacion de la regla local (que son propiedades de la red causal), el algoritmo de
compresion mas corto (el ZIP mas eficiente) para predecir la trayectoria macroscépica
de un objeto es asumir que minimiza una integral.

Conexion con Wigner: Esta seccidon responde implicitamente al célebre enigma de
Eugene Wigner sobre “la irrazonable efectividad de las matematicas en las ciencias
naturales” (1960). Wigner planteé por qué las estructuras matematicas abstractas
describen tan bien la realidad fisica. Nuestra respuesta es: porque los agentes finitos,
sujetos al PTO y al ANR, solo pueden sobrevivir extrayendo patrones comprimibles de
un universo cuya semilla inicial era de baja complejidad algoritmica. La efectividad de
las matematicas no es irrazonable; es termodinamicamente inevitable. El misterio
de Wigner se disuelve mediante G,, ;.o COMo compresion con pérdida: una respuesta
positiva y no solo negativa.

6. El peligro del Pancomputacionalismo y la Falacia de la
Simulacion

Al afirmar que “el universo puede modelarse como un computador cuantico”,
debemos trazar una linea roja implacable frente a la cultura popular y cierta filosofia
especulativa contemporanea, ejemplificada por la “Hipoétesis de la Simulacién” de Nick
Bostrom.

La hipdtesis de la simulacion postula que nuestro universo es un programa de
computadora corriendo en el hardware de una civilizacién alienigena o post-humana
mas avanzada. Esta idea es teologia clasica disfrazada de cibernética. Reintroduce
el dualismo cartesiano: por un lado, nuestro universo ilusorio; por otro, el “mundo
real” y el “Programador” (el nuevo Dios) que posee el hardware verdadero. Esto viola
el Axioma de No-Reificacion al postular una totalidad externa inobservable e infinita.

Nuestra ontologia operacional defiende un Monismo Informacional: No hay
hardware externo. No hay programador. No hay “cddigo fuente” separado de la
materia. En el nivel fundamental, la materia, la energia, el espacio-tiempo y la
informacion son exactamente la misma cosa. Un qubit no es una representacion
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abstracta de un estado fisico; el qubit es el estado fisico (un espin, un nodo de la red
causal). La computacién no ocurre sobre el espacio-tiempo; la computacion teje el
espacio-tiempo (Capitulo 18).

Esta idea tiene un linaje ilustre: John Archibald Wheeler, en su célebre formulacion “It
from Bit” (1989), propuso que la informaciéon es el fundamento de la realidad fisica.
Nuestro marco (G, k, p) es la formalizacion rigurosa de la intuiciéon de Wheeler: no
es que la informacion describa la realidad; es que la realidad es la actualizacion de
informacion.

Conviene reiterar que la distinciéon entre “hardware” y “software” es una proyecciéon
epistémica. No hay software compilado sobre hardware; el hardware es dinamica, y la
dinamica es cémputo. Cuando usamos el lenguaje de “memoria” y “operaciones” en la
seccion 4, estamos aplicando una traduccién operativa de las cotas fisicas (Bekenstein,
Margolus-Levitin), no una afirmacion arquitecténica sobre una CPU cdsmica separada
de una RAM césmica.

El universo no es una simulacién. Es la computacion base. Y nosotros, agentes finitos,
no somos avatares dentro de un juego; somos subrutinas locales, patrones de
coherencia termodinamica (Capitulo 17) que han logrado la asombrosa capacidad de
leer el propio codigo que los ejecuta.

7. Conclusidn: La gramatica del cosmos computacional

Hemos completado el arco de la Fisica Operacional. En el Capitulo 17, argumentamos
que el estado cuantico no es una onda real, sino un generador de expectativas que
colapsa por el coste de Landauer. En el Capitulo 18, argumentamos que el espacio-
tiempo no es un continuo, sino una red causal discreta. En el Capitulo 19,
argumentamos que la termodinamica no es el flujo de un fluido llamado entropia, sino
la gestiéon de la memoria finita y la compresion de datos. En el Capitulo 20,
argumentamos que la gravedad no es una fuerza fundamental, sino la elasticidad
estadistica de esa red de informacion. Y ahora, en el Capitulo 21, hemos articulado
que el universo en su totalidad no es un mecanismo newtoniano ni un escenario
platénico, sino un sistema fisico finito cuyos limites computacionales estan
estrictamente acotados por 10122 grados de libertad y 1012 actualizaciones locales.

Conviene ser honestos sobre el estatus de estas afirmaciones: son interpretaciones
de un marco operativo aplicado a programas de investigacion fisicos legitimos pero no
confirmados experimentalmente (conjuntos causales, gravedad entrdpica, computo
cosmico de Lloyd). No decimos que hayamos “demostrado” la naturaleza discreta del
universo; decimos que hemos articulado un marco en el que la finitud es la condicién
de posibilidad de la medicioén, la prediccion y la existencia de agentes.

Para cerrar este Tomo V, observemos cémo esta ontologia transforma radicalmente la
gramatica con la que describimos la cosmologia y las leyes fundamentales:
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Gramatica Reificadora (Fisica Clasica /
Platonica / Simulacionista)

Gramatica Operativa (Fisica Computacional
/{G, k,p))

Sustantivo: “El espacio de fases
continuo contiene todos los estados
posibles”.

Registro Finito: “El espacio de Hilbert

. . . .7 7 . 122
efectivo tiene dimension maxima 21°
(Cota de Bekenstein)”.

Tiempo: “El tiempo t es un rio
continuo que fluye uniformemente”.

Escala k: “El tiempo es la profundidad
causal, el conteo discreto de actualizaciones
locales (k ~ 10121)”.

Teleologia: “La particula ‘explora’
todos los caminos y ‘elige’ el de
minima accién”.

Interferencia: “El camino clasico es el tnico
que sobrevive a la cancelacién algoritmica
(interferencia destructiva)”.

Leyes: “Las leyes de la fisica son
decretos matematicos que gobiernan
la materia”.

Compresion: “Las leyes son los algoritmos
ZIP (Ginacro) que los agentes extraen para
predecir el hardware”.

Metafisica: “Vivimos en una
simulacion corriendo en una
supercomputadora externa”.

Monismo: “El universo es el sustrato y el
computo; no hay hardware externo (ANR)”.

Omnisciencia: “El Demonio de
Laplace puede calcular el futuro con
precision infinita”.

Limite Fisico: “Ninguiin agente puede
superar Vy,,, = 2E /mh (Margolus-Levitin).
E1 PTO es absoluto”.

Dinamica: “Ecuacion de Schrodinger
global iho, ¥ = HY".

Actualizacion Local: “Regla de crecimiento
causal / Hamiltoniano de restricciéon
(covariante, sin tiempo global)”.

Estado Universal: “Vector en un
espacio de Hilbert de dimension
infinita”.

Registro Finito: “Estado en un espacio de
Hilbert efectivo de dimension finita (cota
holografica)”.

El universo no camina hacia un propésito. El universo se actualiza a si mismo, paso a
paso, bit a bit, evento causal tras evento causal.

La ciencia no es la revelaciéon de la mente de Dios. La ciencia es el acto heroico y
termodinamicamente costoso de un sub-sistema local (la humanidad) que, utilizando
una fraccién mindscula de los 10?2 grados de libertad del cosmos, ha logrado inferir
las reglas del generador que lo hospeda.

Al comprender que el universo es un sistema fisico finito cuyos limites
computacionales estan estrictamente acotados, cerramos la puerta al infinito actual
para siempre. El cosmos es inmenso, es asombroso, es profundo. Pero es, ante todo y
sobre todo, finito. Y es precisamente en su finitud, en sus limites infranqueables de
memoria y velocidad, donde reside la posibilidad de que agentes como nosotros
podamos existir, medir, comprender y dejar una huella en la red causal antes de que
nuestro propio ciclo termodinamico llegue a su fin.
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TOMO VI: EPISTEMOLOGIA Y METAREGLAS

Prefacio al Tomo VI

Los cinco tomos anteriores construyeron la arquitectura formal. Definimos el objeto
matematico como estado instrumentado (G, k,p). Construimos la aritmética sobre
secuencias finitas de marcas. Reconstruimos el analisis sobre moddulos de
convergencia. Demostramos que el algebra es generadores de simetria. Y en el Tomo
V, mostramos que la fisica entera —desde el colapso cuantico hasta la gravedad
entropica, desde la red causal hasta el universo como computador cuantico— es la
gestion de informacion bajo restricciones finitas.

Este sexto tomo cierra el arco mostrando que la epistemologia misma —la teoria del
conocimiento, la estadistica, la probabilidad, la 16gica— se transforma radicalmente
cuando se lee desde la ontologia operativa. La ciencia no es la busqueda de verdades
eternas suspendidas en un cielo platénico de proposiciones completadas. La ciencia es
una institucion de agentes finitos que construyen modelos predictivos con recursos
limitados, pagan el coste de Landauer por cada creencia que borran, y declaran
explicitamente la precision de sus mediciones.

La estadistica, la probabilidad y la 16gica no son disciplinas que aplican la matematica
al mundo. Son la metarregla que gobierna cémo los agentes finitos gestionan la
ignorancia estructural bajo presupuestos finitos. Son la contabilidad general de la
finitud cognitiva.

Este tomo procede en cuatro movimientos:

e Capitulo 22: Establece que la ciencia es una institucién de mediciones finitas, no
un oraculo de verdades eternas.

e Capitulo 23: Muestra que la estadistica, leida operativamente, es la gestion de la
incertidumbre sin poblaciones infinitas.

e Capitulo 24: Demuestra que la probabilidad es una frecuencia finita con garantia
de error, no un limite asintético.

e Capitulo 25: Reconstruye la l6gica como el lenguaje de agentes finitos que deben
tomar decisiones bajo recursos limitados.

e Capitulo 26: Desarrolla la epistemologia computacional del aprendizaje como
termodinamica de la cognicion.
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Capitulo 22: La ciencia como institucion de mediciones finitas

1. El experimento fundacional: ¢qué ocurre realmente cuando un
fisico mide?

A finales del siglo XIX y principios del XX, Albert A. Michelson dedicé décadas a medir
la velocidad de la luz mediante espejos giratorios en California. En 1879 obtuvo una
precision de 50 kilometros por segundo; en 1926, en Mount Wilson, refiné la medicion
hasta 4 km/s. En 1972, Kenneth Evenson y su equipo en el National Bureau of
Standards de Estados Unidos utilizaron laseres de helio-nedén estabilizados con
metano para fijar la medicion en 299792456,2+ 1,1 metros por segundo.
Finalmente, en 1983, la 17.2 Conferencia General de Pesas y Medidas adopt6é una
decision revolucionaria: cancel6 las mediciones de ¢ y decreté que la velocidad de la
luz en el vacio es exactamente 299 792 458 metros por segundo, redefiniendo el
metro a partir de esa constante universal.

Tres épocas. Tres precisiones distintas. ;Cual de ellas representa el “valor verdadero”
independiente de la luz?

La respuesta operativa es tajante: el valor numérico exacto de 1983 no fue un
descubrimiento empirico de un ente platénico, sino un acuerdo metroldgico
fundacional. La ciencia constaté que nuestros relojes atdémicos de cesio median el
tiempo con una precision o6rdenes de magnitud superior a la de cualquier barra
material de longitud. Por tanto, la fisica decidié convertir la velocidad de la luz en la
regla generadora (G) invariable del espacio-tiempo, transformando la medicién de
distancias en un computo de tiempo de vuelo. La constante no es un objeto que yace
en el vacio; es la interfaz de calibracién que permite a una red de agentes finitos
construir una geometria comun.

Pero esta decision debe entenderse con precision quirurgica para no caer en un
convencionalismo global que mas tarde criticariamos como relativismo epistémico. Lo
que se fijé convencionalmente en 1983 fue el factor de conversion entre segundos y
metros, es decir, la escala de la unidad métrica. La finitud y constancia universal de
la velocidad de propagacion causal es una propiedad fisica objetiva del cosmos
(Capitulo 18). La velocidad de la luz no es una invencion humana; es una regularidad
fisica universal. Lo que es convencion es la eleccién del nimero exacto 299 792 458
para definir el metro. Ese nimero no es arbitrario en el vacio: fue elegido a partir del
mejor valor medido disponible en ese momento (el de Evenson y mediciones
posteriores, con incertidumbre de aproximadamente 1 m/s), congelandolo por
decreto para que la nueva definicion fuera compatible con la anterior dentro del
margen de error.

Esta distincion es crucial. Algunas magnitudes son convencionales (unidades,
patrones); otras son adimensionales y se miden, no se definen (la constante de
estructura fina @, por ejemplo, sigue siendo una magnitud medida con incertidumbre
real). La tesis operativa no es que todo sea convencion, sino que toda medicion —sea
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de una magnitud convencional o de una constante fundamental— produce un estado
instrumentado (G, k, p) con precision finita.

La redefinicion del metro en 1983 fue solo el primer acto de una revolucién mayor. El
20 de mayo de 2019, la 26.2 Conferencia General de Pesas y Medidas abolié para
siempre la reificacién material del patrén: el kilogramo dejé de depender de la
existencia fisica de un cilindro de platino-iridio fundido en 1889 y guardado bajo tres
campanas de cristal en Sevres. A partir de ese dia, el kilogramo se redefinio fijando el
valor exacto de la constante de Planck (h = 6,62607015 x 1073*] - s) mediante
instrumentos cuanticos como la balanza de Kibble. El amperio, el kelvin y el mol se
redefinieron fijando exactamente la carga elemental (e), la constante de Boltzmann
(kg) y el nimero de Avogadro (N4). Hoy, ningun patron primario es un objeto estatico.
Cada unidad fundamental es una receta operacional ejecutable (G): un protocolo
que cualquier laboratorio del mundo puede reproducir a una escala k finita para
obtener un estado instrumentado con una precision declarada p. La metrologia
moderna es la victoria institucional definitiva del principio generativo sobre la
sustancia estatica.

Este es el punto de partida de nuestro analisis: la ciencia no “revela” valores
preexistentes; produce estados instrumentados mediante acoplamientos generador-
instrumento. La velocidad de la luz, el kilogramo, el metro —todos son ahora
generadores G con precisiones p declaradas, no sustancias en un cielo platénico.

En este capitulo, someteremos la practica cientifica al escrutinio de la terna (G, k, p).
Demostraremos que la ciencia no es un oraculo que revela verdades eternas, sino una
institucion de agentes finitos que ejecutan protocolos de medicién con recursos
limitados, declaran explicitamente sus margenes de error, y verifican mutuamente sus
resultados mediante protocolos de reproducibilidad.

2. La deconstruccion de la ilusion clasica: la ciencia como espejo
de la naturaleza

La epistemologia dominante desde el siglo XVII hasta bien entrado el siglo XX asumid
lo que Richard Rorty (1979) llamé la “mente como espejo de la naturaleza”: la idea
de que la mente humana (y por extension, la ciencia) es un espejo que refleja
fielmente una realidad independiente. Bajo esta concepcién:

e Las mediciones revelan propiedades preexistentes del mundo.

e Las teorias cientificas describen la estructura de la realidad.

e Elprogreso cientifico es la aproximacion asintética a la verdad.

e Elcientifico ideal es un observador neutral que no perturba lo que observa.

Esta concepcion es coherente con la ontologia platénica que hemos deconstruido en
los tomos anteriores: presupone que existe un mundo de objetos completados (la
“realidad verdadera”) que la ciencia va descubriendo progresivamente.
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Bajo el Axioma de No-Reificacion, debemos preguntar: ;qué ocurre realmente cuando
un agente finito ejecuta una medicién?

Lo que ocurre realmente:

4. El agente selecciona un generador G (un protocolo experimental, un
instrumento calibrado, una teoria que predice un resultado).

5. El agente ejecuta el generador con una escala k limitada (recursos materiales,
tiempo de medicion, resolucién del instrumento).

6. El agente obtiene un resultado con una precision p finita (un margen de error
que no puede eliminarse).

La medicién no revela un valor preexistente. La medicion produce un estado
instrumentado (G, k,p). El “valor medido” no es una propiedad del mundo
independiente del instrumento; es el resultado del acoplamiento entre el mundo y el
instrumento.

Pero esto no es subjetivismo ni constructivismo social radical. La objetividad no reside
en la “independencia del observador” en el sentido de un espejo sin sujeto. Reside en
la invarianza del acoplamiento bajo transformaciones de agente, escala y protocolo.
Si dos agentes con el mismo protocolo G, la misma escala k y la misma precision p
obtienen el mismo resultado dentro del margen declarado, eso es evidencia de que el
acoplamiento entre G.., y la estructura fisica subyacente es robusto. La
reproducibilidad no es la fuente de la objetividad; es el test de objetividad, la
evidencia de que el generador experimental estd correctamente acoplado con el
generador del mundo.

Conviene ser explicitos sobre la relacion entre esta vision y la tradicion filoséfica que
la anticipd. La deconstruccion del “espejo de la naturaleza” (Rorty 1979), la vision de
la medicion como practica situada y constitutiva (Baird 1988, Hacking 1983, Tal
2017), la epistemologia social distribuida (Polanyi 1962, Kitcher 1990, Goldman
1999) y la termodinamica de la cognicién (Prigogine 1977, Wimsatt 2007, Friston
2010) son hitos previos que proporcionan el sustrato empirico y formal. La
contribucién de este tratado es imponer la disciplina operativa (G, k, p) y el Axioma
de No-Reificacion (ANR) como restricciones constitutivas que convierten esas
visiones en una contabilidad unificada de la finitud cognitiva, libre de limites
asintdticos inalcanzables.

No partimos de cero. Partimos de una tradiciéon que ya reconoce la finitud de la
practica cientifica, y la formalizamos con una gramadtica que permite auditar,
comparar y corregir protocolos de medicion en términos de generadores, escalas y
precisiones. Esta es la aportacion especifica de nuestra ontologia: no la invenciéon de la
vision instrumentalista de la medicion, sino su sintaxis operativa comun.
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3. Definicion operativa: la ciencia bajo la terna (G, k, p)

Reconstruyamos la practica cientifica desde cero, sobre los cimientos de la ontologia
operativa.

El Generador (G, ;cnciq): El protocolo experimental, el instrumento calibrado, la teoria
que predice un resultado. El generador debe descomponerse en tres capas para ser
operativamente preciso:

7. Giesricot El modelo matematico que predice un observable. Es una regla que,
dados ciertos inputs, produce una prediccién.

8.  Ginstrumento: El dispositivo fisico junto con su calibracion. Es el acoplamiento
material entre el mundo y el agente.

9. Gprotocolot La secuencia de operaciones que el agente ejecuta: “medir 100 veces,
promediar, corregir deriva, registrar resultado”.

La validez de la medicion requiere consistencia entre las tres capas: el protocolo
debe ejecutar correctamente el instrumento, el instrumento debe acoplarse
correctamente al observable que la teoria predice, y la teoria debe predecir un
observable que el instrumento pueda medir.

La Escala (k): Los recursos disponibles para ejecutar la medicién. La escala no es un
escalar, sino un vector de recursos:

k = (kenergy: ktime: kresolution' krepetitionsr kcomputation)

Donde Kepergy €s la energia disponible para operar el instrumento, ky;p,. es el tiempo
de integracion, kyesoution €S 1a resolucion minima detectable, Kyepetitions €S €l nimero
de mediciones independientes, y Kkcomputation €S la capacidad de computo para
analizar los datos. Estos recursos estan en trade-off: mas resolucion puede requerir
mas tiempo; mas repeticiones pueden requerir mas energia; mas computo puede
requerir mas memoria. La escala k es un presupuesto multidimensional, no un
numero.

La Precision (p): El margen de error declarado. La precisiéon no es un nimero unico,
sino una tupla operativa:

b= <65tat' Esys' €calr 6confidence>

Donde €4, es el error estadistico (la variabilidad entre repeticiones), €5, es el error
sistematico (el sesgo del instrumento), €., es la incertidumbre de calibraciéon (la
incertidumbre heredada del patron de referencia), y Sconfidence €S €l nivel de
confianza asociado al intervalo de cobertura. Esta descomposicion es estandar en la
metrologia moderna: el documento rector de la metrologia mundial (GUM, Guide to
the Expression of Uncertainty in Measurement, JCGM 100:2008) establece formalmente
que el concepto de “valor verdadero” es ideal e incognoscible, y que el tnico objeto
cientifico legitimo es el resultado de medicion acompanado de su incertidumbre
expandida (U = k - u., donde u, es la incertidumbre estandar combinada y k es el

268



factor de cobertura). La fisica experimental y la ingenieria aplicada ya han desterrado
el infinito actual y la reificacion en su practica diaria.

Bajo esta terna, una medicion cientifica se define asi:

Una medicion cientifica es la ejecucion de un generador G con una escala k vectorial finita, que produce un
resultado con una precisién p tupla declarada. El resultado no es una “verdad eterna”; es un estado
instrumentado que es reproducible dentro del margen de error declarado.

La ciencia, bajo esta definicion, no es la busqueda de verdades eternas. Es la
institucion de agentes finitos que ejecutan protocolos de medicién con recursos
limitados, declaran explicitamente sus margenes de error, y verifican
mutuamente sus resultados mediante protocolos de reproducibilidad.

4. La demostracion constructiva: los cuatro pilares de la medicion
finita
4.1. La calibracion como protocolo de verificacion

Un instrumento de medicién no es un espejo pasivo que refleja la realidad. Es un
generador que produce resultados dentro de un margen de error. La calibracién es el
protocolo mediante el cual el agente verifica que el instrumento produce resultados
dentro del margen declarado.

Calibrar un metro contra el patréon del metro no es “descubrir” que el metro “mide
exactamente un metro”. Es verificar que el instrumento produce resultados que
difieren del patréon en menos de una cantidad € declarada. La calibracion es, en si
misma, una medicién con precision finita.

Debemos separar cuidadosamente dos operaciones distintas que a menudo se
confunden:

Definicion operativa (Convencion): Fijar G,.r declarando “el metro es la distancia
que recorre la luz en 1/299792458 segundos”. Esto fija el parametro del generador de
referencia por decreto, sin medicion. Es un acto de convencion metrolégica.

Calibracién (Medicion comparativa): Ejecutar G, para comparar un instrumento
Ginst contra G,.¢. Produce $ G_{cal}, k_{cal}, p_{cal} $. La incertidumbre combinada u,

propaga pr.r (cero por definicion) + pcg; + Dinst-

La cadena de calibraciones —lo que la ciencia metrologica denomina formalmente
trazabilidad metrolégica— no puede extenderse hasta el infinito. En algin punto, la
cadena debe detenerse. Pero, ;donde? ;Qué justifica la elecciébn del punto de
detencion?

La respuesta operativa es que la cadena termina en la definicién del SI, no en un
“patrén primario fisico”. La definicién de las constantes fundamentales (h,c, e, kg) es
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la terminacion ontoldgica de la metrologia: el PTO aplicado a las unidades. No hay
un objeto fisico que sirva de patrén ultimo; hay una convencién que fija las constantes
exactas. Esa convencion no es arbitraria: se basa en la observaciéon de regularidades
fisicas (universalidad, estabilidad) que permiten que el patrén sea reproducible con
precision maxima. La convencién metrologica es una convencidn sobre cuadl
regularidad usar como referencia, no una convencion arbitraria.

Este anclaje resuelve el Trilema de Miinchhausen (o de Agripa) en epistemologia: la
cadena de justificacion no puede ser infinita (violando el ANR) ni circular. Termina en
una convencion axiomatica (el metro basado en la luz, el kilogramo basado en la
constante de Planck). La objetividad cientifica no se apoya en un “hecho” ultimo, sino
en un acuerdo institucional de baja entropia que estabiliza la red de mediciones.

4.2. La reproducibilidad como garantia de cobertura

Una medicion aislada no es ciencia. Una medicion se convierte en dato cientifico
cuando es reproducible: cuando otro agente, con el mismo protocolo y la misma
escala, obtiene un resultado dentro del margen de error declarado.

La reproducibilidad es la garantia de cobertura de la ciencia: no garantiza que el
resultado sea “verdadero” en un sentido absoluto, sino que el protocolo produce
resultados consistentes dentro del margen declarado. Es analoga a los intervalos de
confianza de la estadistica (Capitulo 23): no dice “el valor verdadero esta aqui”, sino
“si repites el protocolo muchas veces, el 95% de los resultados estaran en este
intervalo”.

Conviene ser precisos sobre qué significa “reproducible dentro del margen declarado”.
Si el agente A mide una longitud como L = 1.234 + 0.003 m, y el agente B, con el
mismo protocolo, obtiene L = 1.232 4+ 0.003 m, ambos resultados son compatibles
porque sus intervalos de error se solapan. La reproducibilidad no es la igualdad
exacta; es la compatibilidad dentro de los margenes declarados. Formalmente, dos

mediciones M; y M, son reproducibles a nivel p si |x; — x| < /p? + pZ, que es el
criterio E,, de la norma ISO 17043. Esta definicién es cuantitativa, no cualitativa.

La reproducibilidad requiere recursos. Replicar un experimento cuesta tiempo, dinero
y materiales. La ciencia institucionalizada gestiona estos recursos mediante la
revision por pares: otros agentes verifican que el protocolo es correcto, que los
recursos fueron suficientes, y que el margen de error declarado es honesto.

La revisiéon por pares no es un tribunal de verdad. Es un protocolo de verificacion
distribuida: una red de agentes finitos que verifican mutuamente sus mediciones,
cada uno con sus propios recursos y precisiones. El “consenso cientifico” no es una
verdad absoluta; es la convergencia finita de maultiples protocolos de verificacion
independientes.

Un ejemplo concreto de verificacion distribuida exitosa son los experimentos ATLAS y
CMS en el LHC: dos colaboraciones independientes, con detectores distintos, que
verifican mutuamente sus resultados sobre el bosén de Higgs. Ninguna colaboracion

270



individual puede verificar todo; la red distribuye la verificaciéon entre multiples
agentes, cada uno con sus propios recursos y precisiones.

4.3. El error como componente constitutivo

La ciencia clasica trata el error como un defecto: una desviacién indeseable del “valor
verdadero”. Bajo nuestra ontologia, el error es un componente constitutivo de toda
medicion. No es un defecto que deba eliminarse; es la declaracién explicita de la
finitud del agente.

Toda medicién cientifica lleva implicita una declaracién de error: x = 5,3+ 0,1 cm.
Esa declaracion no es un reconocimiento de fracaso; es la declaracion de honestidad
del agente: “Mi instrumento, con los recursos que inverti, produce este resultado
dentro de este margen.”

La precisién p no es un numero que deba tender a cero. Es el contrato que el agente
firma con su propia finitud: “Acepto que mi medicién puede desviarse en hasta p del
resultado que otro agente obtendria con el mismo protocolo.”

Pero tampoco es un nimero fijo y arbitrario. La precision se minimiza operativamente
dadas las restricciones fisicas: la cota de Bekenstein limita la informaciéon en una
region, el principio de Landauer limita el coste termodinamico de borrar
incertidumbre, y el limite cuantico estdndar (SQL) y el limite de Heisenberg limitan la
precisiéon en metrologia cuantica. p no tiende a cero en el sentido de un limite
matematico inalcanzable, pero se optimiza hacia p,,;,(recursos, leyes_fisicas), el
minimo error alcanzable dado el presupuesto de recursos y las leyes fisicas.

La ciencia institucionalizada gestiona la precision mediante protocolos de calibracidn,
repeticién y revision. Pero la precision nunca es cero. El Principio de Terminacién
Ontologica lo garantiza: toda medicion tiene un coste finito, y todo coste finito implica
un margen de error no nulo.

Un caso empirico que confirma esta tesis es la crisis de reproducibilidad que ha
sacudido a la psicologia y otras ciencias sociales en la dltima década. Gran parte de esa
crisis se explica exactamente por declarar precisiones p poco honestas: p-hacking
(manipulacién de datos para obtener resultados significativos), tamafios muestrales
insuficientes, y falta de verificaciéon real. La crisis de reproducibilidad es el ejemplo
contemporaneo por excelencia que confirma que el error no es un defecto a eliminar,
sino un componente constitutivo que debe declararse honestamente.

4.4. La incertidumbre como declaracidon, no como ignorancia

La ciencia clasica trata la incertidumbre como ignorancia: el agente “no sabe” el valor
verdadero. Bajo nuestra ontologia, la incertidumbre es una declaracion explicita del
agente sobre los limites de su medicidn.

La mecanica cuantica (Capitulo 17) demostré que la incertidumbre no es una
limitaciéon tecnolégica que pueda superarse con instrumentos mas precisos. El
principio de incertidumbre de Heisenberg establece que ciertas parejas de
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magnitudes (posicion y momento, energia y tiempo) no pueden determinarse
simultdneamente con precisién arbitraria. No es que el instrumento sea imperfecto; es
que el universo no permite que ambas magnitudes estén determinadas
simultdneamente con precisién infinita.

Conviene precisar la naturaleza de este limite para no caer en una interpretacién de
“variables ocultas”. El principio de incertidumbre de Heisenberg es una propiedad
estructural del formalismo cuantico: surge de la no conmutatividad de operadores
en el espacio de Hilbert. No es un limite de recursos: incluso un agente con recursos
computacionales y energéticos infinitos seguiria sujeto al principio de incertidumbre,
porque este surge de la estructura del espacio de Hilbert, no de una limitacion
practica.

Bajo nuestra ontologia, la incertidumbre cudntica es la confirmacién fisica suprema
del PTO: el universo mismo no permite que un agente finito ejecute mediciones con
precision infinita, no solo por limitacién instrumental, sino porque la superposicién de
estados (el generador Gy ) no actualiza un valor univoco sin un coste termodinamico
(decoherencia) que destruye la coherencia del sistema. Medir es extraer informacién
pagando un coste termodinamico: el coste de Landauer de borrar la incertidumbre.

Debemos distinguir claramente tres tipos de limite que a menudo se confunden:

10. Limite estructural del formalismo (Heisenberg): Propiedad del espacio de
Hilbert, independiente de recursos. Incluso un agente infinito estaria sujeto a él.

11. Limite de recursos fisicos (Bekenstein, Landauer): La informacién en una
region finita esta acotada; borrar informacién disipa calor. Un agente finito no
puede superar estos limites.

12. Limite de escala del instrumento (error de medicion): La resolucion finita del
instrumento, que puede mejorarse con mejor tecnologia hasta alcanzar los limites
fisicos.

Los tres son coherentes con el PTO, pero por razones distintas. El primero es
estructural; el segundo es termodinamico; el tercero es tecnoldgico. La ontologia
operativa los unifica: todos son manifestaciones de la finitud constitutiva de la
medicion.

5. La ciencia como institucion: la red de agentes finitos

La ciencia no es un individuo solitario descubriendo verdades. Es una red de agentes
finitos que verifican mutuamente sus mediciones. Cada agente tiene recursos
limitados, una precisiéon finita, y un margen de error declarado. La objetividad
cientifica no reside en la “independencia del observador”, sino en la reproducibilidad
distribuida de los protocolos.

Conviene precisar la relacibn entre reproducibilidad y objetividad. La
reproducibilidad no es la fuente de la objetividad; es el test de objetividad. La
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objetividad reside en la invarianza del acoplamiento bajo transformaciones de
agente, escala y protocolo. Si dos agentes con el mismo protocolo G, la misma escala k
y la misma precision p obtienen el mismo resultado dentro del margen declarado, eso
es evidencia de que el acoplamiento entre Gy, y la estructura fisica subyacente es

robusto. El consenso es indicador, no constitutivo de objetividad.
La ciencia institucionalizada gestiona esta red mediante:

La revision por pares: Otros agentes verifican que el protocolo es correcto, que los
recursos fueron suficientes, y que el margen de error declarado es honesto.

La replicacion: Otros agentes repiten el experimento con sus propios recursos y
verifican que obtienen resultados dentro del margen declarado.

La publicacion: Los resultados se hacen publicos para que otros agentes puedan
verificarlos. La publicidad no es un adorno; es el mecanismo mediante el cual la red de
agentes distribuye la verificacion.

El consenso cientifico: No es una votacién mayoritaria ni una verdad absoluta.
Operacionalmente, es el resultado de un meta-analisis: un generador G,,.;, que
agrega los resultados de N estudios independientes, cada uno con su propia precisién
pi,» y produce un intervalo de confianza combinado. El consenso se alcanza cuando el
intervalo combinado es suficientemente estrecho para la precisiéon requerida por la
aplicacién, y cuando la varianza entre los estados instrumentados de agentes
independientes cae por debajo del umbral de precisiéon p exigido por la comunidad
para dar por establecido un fen6meno.

Bajo la Ley de la Variedad Requerida de Ashby (1956), la ciencia institucionalizada
funciona porque distribuye la variedad: ningun agente individual necesita verificar
todas las mediciones; la red distribuye la verificacion entre multiples agentes, cada
uno con sus propios recursos y precisiones. El “consenso cientifico” es el resultado de
esta verificacion distribuida.

Conviene precisar que esta aplicacion es una extension analdgica del teorema de
Ashby, no una consecuencia formal directa. Ashby hablaba de reguladores y sistemas,
no de instituciones cientificas. La analogia es legitima —Ia ciencia actia como un
regulador distribuido que filtra el ruido y consolida la sefial—, pero debe reconocerse
como analogia, no como teorema.

6. Las tres patologias de la ciencia institucionalizada

La ciencia, como la pedagogia y la politica (Capitulo 26), tiene sus patologias extremas.
Las tres son isomorfas a las que identificamos en la termodindamica de la cognicion:
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6.1. El Cristal: el dogmatismo cientifico (paradigmas rigidos)

Thomas Kuhn (1962) argument6 que la ciencia no avanza por acumulacion lineal de
verdades, sino por revoluciones de paradigmas: periodos de “ciencia normal” donde
un paradigma dominante se aplica sin cuestionar, interrumpidos por crisis que llevan
a un cambio de paradigma. (Conviene precisar: Kuhn describid la historia de la ciencia
normal y revolucionaria; no “demostré” que deba ser asi. Su obra es historica y
sociolédgica, no un teorema.)

Bajo nuestra ontologia, un paradigma cientifico es un generador G,,,,: un protocolo
de grano grueso que agrupa las mediciones en categorias macroscopicas y produce
predicciones dentro de un margen de error. La “ciencia normal” de Kuhn es la
ejecucion rutinaria de G, 4., Sin cuestionar sus supuestos.

Conviene precisar la jerarquia de generadores: un paradigma no genera datos de la
misma manera que un proceso de nacimientos genera individuos o una moneda
genera lanzamientos. Un paradigma es mas bien un generador de segundo orden:
un marco interpretativo que filtra y organiza los resultados de generadores de primer
orden (experimentos individuales). Esta analogia interna ya existe en la obra (el
bootstrap como generador de segundo orden), y legitima el uso de “generador” en el
contexto de paradigmas cientificos sin diluir el término.

La patologia del Cristal ocurre cuando el paradigma se vuelve rigido: cuando la
comunidad cientifica asigna una precisién infinita (p = 0) a su generador G,4cr0 V S€
niega a actualizarlo ante evidencia contraria. El paradigma se convierte en un cristal:
ordenado, predecible, pero fragil ante cualquier perturbacion.

La historia de la ciencia esta llena de ejemplos: la resistencia a la teoria heliocéntrica,
la resistencia a la mecdanica cuantica, la resistencia a la tecténica de placas. En cada
caso, la comunidad cientifica asign6 una precision infinita a su paradigma dominante y
se nego a actualizarlo hasta que la evidencia contraria se volvio inignorable.

6.2. El Gas: el relativismo epistémico (la ciencia como “narrativa”)

En reaccion al dogmatismo, la filosofia posmoderna de la ciencia (Feyerabend, 1975;
Latour, 1987) argumenté que la ciencia no es mas que una “narrativa” entre otras, sin
privilegio epistémico sobre otras formas de conocimiento.

Conviene ser justos con esta tradicion. Feyerabend y Latour no fueron meros
charlatanes; identificaron un aspecto real de la ciencia: su dimensién social,
institucional e historica. Feyerabend mostré que no hay un tinico “método cientifico”
universal; Latour mostr6 que la ciencia es una practica social situada. Estos aportes
son valiosos y deben integrarse, no descartarse.

Bajo nuestra ontologia, la patologia del Gas ocurre cuando la critica posmoderna se
lleva al extremo: cuando se renuncia a todo generador G,,,.ro, S€ acepta que “todo
vale”, y se disuelve toda precision declarada en un ruido epistémico donde ninguna
medicion es mas fiable que otra. El relativismo epistémico extremo es isomorfo a la

274



muerte térmica social: la ausencia total de estructura institucional que permita
extraer “trabajo cognitivo” (conocimiento verificable) del ruido de las opiniones. Una
sociedad que acepta el relativismo epistémico como politica cientifica es una sociedad
que ha renunciado a la capacidad de coordinar la verificacién distribuida de sus
mediciones.

La ontologia operativa rechaza tanto el Cristal como el Gas, pero reconoce que la
critica posmoderna contiene un nucleo valido: la ciencia es una practica social, y la
objetividad no es la independencia del observador. Lo que la ontologia operativa
afiade es que la objetividad reside en la invarianza del acoplamiento bajo
reproduccion, no en el consenso subjetivo.

6.3. El optimo: la ciencia como estructura disipativa

La ciencia saludable no es ni el Cristal (dogma) ni el Gas (relativismo). Es una
estructura disipativa (Prigogine, 1977): un sistema abierto que mantiene su orden
interno (la coherencia de sus protocolos de medicién) importando energia del
entorno (nuevas mediciones, nueva evidencia) y exportando entropia (revision,
correccidn, descarte de hipotesis falsadas).

La ciencia saludable maximiza la complejidad efectiva (Gell-Mann y Lloyd, 1996): la
cantidad de informacion estructural util que permite predecir y actuar, manteniendo
al mismo tiempo suficiente variedad microscépica (diversidad de hipotesis,
pluralismo metodolégico) para adaptarse a nueva evidencia. Conviene precisar: la
complejidad efectiva es la longitud de la descripcién mas corta de las regularidades de
un sistema, no del sistema completo. No confundir con la complejidad de Kolmogorov
del estado micro; la complejidad efectiva ignora el ruido aleatorio.

El Karl Popper del falsacionismo (1934) anticipé esta vision: una teoria cientifica es
aquella que puede ser falsada por la evidencia. El falsacionismo es un Principio de
Terminacion Ontoldgica cognitivo: toda hipoétesis cientifica debe tener una regla de
parada (una prediccion que, si falla, descarta la hipotesis). Una hipétesis que no puede
ser falsada (que no tiene regla de parada) no es cientifica; es un proceso que no
termina, una violacién del PTO epistémico.

Conviene desarrollar el mecanismo exacto. Una teoria cientifica Gipgrico debe
especificar de antemano:

13. Qué generador experimental G,,, la prueba.

14. Qué escala k se requiere.

15. Qué precision p constituye falsacién (por ejemplo, “si |obs — pred| > 50, la teoria
es falsa”).

Una teoria sin regla de falsacion explicita (AG,xp, k, p tales que...) es un proceso sin

regla de parada: viola el Principio de Terminacién Ontoldgica (PTO) en el
dominio epistémico. El falsacionismo es el PTO aplicado a la conjetura cientifica.
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Pero debemos resolver una tensién: Popper insistia en que las teorias cientificas son
conjeturas sobre una realidad independiente, mientras que la ontologia operativa niega
que haya acceso a esa realidad. ;Como puede una teoria ser falsada por la evidencia si
no hay una “realidad verdadera” contra la cual contrastarla?

La resolucion requiere distinguir entre falsacion de una prediccion (el generador
Gmacro Produjo un resultado fuera del margen declarado) y falsacion de una teoria
(la inferencia de que el generador es inadecuado). Bajo la ontologia operativa, solo la
primera es directamente ejecutable; la segunda es una decision pragmatica del agente.
El falsacionismo operativo no es la refutacion de una teoria por una realidad
independiente; es la deteccion de que un generador G, 4., produjo un resultado fuera
del margen de error declarado, seguida de la decisiéon pragmadtica de revisar o
descartar ese generador.

Esta ontologia resuelve la dicotomia entre Kuhn y Popper:

e Popper tenia razén en la regla (el PTO exige falsabilidad), pero fallaba en la
sociologia (ignoraba que la falsacién requiere un consenso institucional sobre
qué constituye una falsacion exitosa).

e Kuhn tenia razoén en la sociologia (la ciencia es una institucién de paradigmas),
pero fallaba en la l6gica (permitia paradigmas sin regla de parada explicita).

e Nuestra ontologia operativa los sintetiza: “Un paradigma (Kuhn) es un generador
Gmacro Institucionalizado, pero para ser legitimo debe estar sometido a una regla
de terminacion falsacionista (Popper). La ciencia es una red disipativa que produce
cristales temporales para extraer trabajo, y los rompe cuando dejan de disipar
error eficientemente.”

Conviene también traducir “estructura disipativa” al lenguaje de generadores: una
ciencia saludable es una red de generadores G que se actualizan continuamente ante
evidencia nueva sin volverse rigidos (Cristal) ni disolverse (Gas).

7. El conocimiento cientifico como conocimiento disperso

La ciencia institucionalizada enfrenta un problema isomorfo al problema del calculo
econdmico que Friedrich Hayek (1945) identific6 para la economia centralizada:

El conocimiento cientifico esta disperso entre millones de agentes. Ningln agente individual posee todo el
conocimiento necesario para verificar todas las mediciones.

Hayek demostré que el sistema de precios es un protocolo de grano grueso
espontaneo que comprime el conocimiento disperso de millones de agentes en
sefiales escalares (los precios) que cualquier agente puede usar sin necesidad de
conocer el microestado global.

La ciencia institucionalizada tiene su propio “sistema de precios”: las publicaciones
cientificas, las citas, y los indices de impacto. Estos mecanismos comprimen el
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conocimiento disperso de la comunidad cientifica en sefiales que cualquier agente
puede usar para orientar su investigacidn.

Conviene operacionalizar esta analogia para no dejarla en metafora. La “moneda
epistémica” son bits de sorpresa verificada: la reduccion de entropia 4H validada
por replicaciéon independiente. El “precio” de un resultado es su factor de citacion
ponderado por precision (C;/p;): un resultado con p = 1% “vale” mas que uno con
p = 10%. El “fallo de mercado” es el sesgo de publicaciéon (solo se publican
resultados positivos), que es una asimetria de informacion. El “remedio” es el registro
previo de protocolos (pre-registration), que es la transparencia de mercado.

Pero este mercado epistémico es mas ruidoso que el mercado econémico. Las modas
intelectuales y los monopolios de paradigma pueden inflar artificialmente el valor de
un generador deficiente (el “efecto Mateo”: los cientificos famosos reciben mas crédito
del que merecen). La ciencia, a diferencia del mercado perfecto, requiere un coste de
Landauer institucional continuo (revision por pares estricta y replicacion
independiente) para purgar esa entropia social.

Conviene precisar que esta analogia es estructural (compresiéon de informacion
dispersa en sefiales de grano grueso), no una tesis sobre que la ciencia deba
organizarse como un mercado literal. La analogia de mercado es controvertida en
filosofia de la ciencia (ver las criticas de Philip Kitcher a los modelos de “mercado de
ideas” en ciencia), y debe usarse con cautela para no importar cargas ideolégicas que
distraigan del argumento ontoldgico central.

La diversidad epistémica —la coexistencia de multiples paradigmas, metodologias y
comunidades de verificacibn— es el equivalente cientifico de la competencia de
mercado: garantiza que ninguna comunidad individual pueda monopolizar la
verificacion y que las hipotesis falsadas sean eventualmente descartadas. En términos
de teoria de opciones reales, mantener hipétesis competidoras (G4, G5, ...) financiadas
a pequefia escala (Kexpioracisn) hasta que una domine en AH /p es la estrategia 6ptima
de gestién de riesgo epistémico.

8. La conexion con los capitulos siguientes

La ciencia como institucion de mediciones finitas es el marco epistemolégico general
que los capitulos siguientes desarrollaran en detalle:

e La estadistica (Capitulo 23) es la herramienta para gestionar la incertidumbre
de las mediciones finitas: cdmo estimar un parametro a partir de una muestra
finita, con qué margen de error, y con qué confianza.

e La probabilidad (Capitulo 24) es el lenguaje para declarar la confianza en esas
mediciones: cdmo expresar cuantitativamente la incertidumbre de un resultado,
como actualizar esa confianza ante nueva evidencia, y como tomar decisiones
bajo incertidumbre.
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e Lalodgica (Capitulo 25) es el protocolo de verificaciéon de las inferencias: cémo
garantizar que las conclusiones se siguen de las premisas, como detectar falacias,
y coOmo construir cadenas de razonamiento que terminen en tiempo finito.

e La epistemologia del aprendizaje (Capitulo 26) es la termodinamica de la
cognicidon: como un agente finito adquiere, almacena y actualiza conocimiento
bajo restricciones metabdlicas y computacionales.

Cada uno de estos capitulos desarrolla un aspecto de la misma tesis: el conocimiento
no es un espejo que refleja la realidad; es una institucion de agentes finitos que
gestionan la ignorancia bajo recursos limitados.

9. Conclusion: la gramatica de la ciencia finita

Hemos sometido la practica cientifica al escrutinio forense de la terna (G, k, p). Hemos
demostrado que la ciencia no es un oraculo de verdades eternas, sino una institucion
de agentes finitos que ejecutan protocolos de medicién con recursos limitados.

Conviene reconocer explicitamente el estatus de esta contribucién. La deconstruccién
del “espejo de la naturaleza” (Rorty 1979) y la vision de la mediciéon como practica
situada y constitutiva (Baird 1988, Hacking 1983, Tal 2017) son hitos previos. La
epistemologia social distribuida (Polanyi 1962, Kitcher 1990, Goldman 1999) y la
termodinamica de la cognicién (Prigogine 1977, Wimsatt 2007, Friston 2010)
proporcionan el sustrato empirico y formal. Nuestra ontologia (G, k, p) no inventa la
vision instrumentalista de la medicion, ni la epistemologia distribuida, ni la
termodinamica de la ciencia. Lo que aporta es una sintaxis operativa comun
(Generador, Escala, Precisidon) que permite formalizar las restricciones finitas de todas
esas tradiciones, conectandolas con la termodindmica cuantica del Tomo V y
excluyendo la reificacion del infinito actual (ANR).

Para cerrar, observemos como esta ontologia transforma la gramatica con la que
describimos la practica cientifica:

Gramatica Reificadora

(Ciencia Clasica) Gramatica Operativa (Ciencia Finita / (G, k, p))

Sustantivo: “La medicion Acoplamiento: “La medicion produce un estado
revela el valor verdadero de | instrumentado (G, k, p) dentro de un margen de error
una propiedad”. declarado”.

Objeto: “La teoria describe la Generador: “La teoria es un generador G, 4cro qQUe
estructura de la realidad”. produce predicciones dentro de un margen de error”.

Limite: “El progreso cientifico Convergencia finita: “El consenso cientifico es la
se acerca asintoticamente ala | convergencia de multiples protocolos de verificaciéon

verdad”. independientes”.
Verdad: “El resultado Reproducibilidad: “El resultado cientifico es
cientifico es verdadero aceptado porque es reproducible dentro del margen
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porque refleja la realidad”.

declarado”.

Error: “El error es un defecto
que debe eliminarse”.

Declaracion: “El error es la declaracién explicita de
la finitud del agente”.

Incertidumbre: “La
incertidumbre es ignorancia
que debe superarse”.

Contrato: “La incertidumbre es el contrato que el
agente firma con su propia finitud”.

Dogma: “El paradigma
establecido es verdadero”.

Cristal: “El paradigma rigido es una patologia: asigna
precisidn infinita a un generador finito”.

Relativismo: “Todas las
teorias son igualmente
validas”.

Gas: “El relativismo es una patologia: renuncia a todo
generador y disuelve la verificacion”.

Progreso: “Acumulacion de
verdades / acercamiento a la
Verdad”.

Optimizacion: “Reduccion de p (incertidumbre) y
expansion de k (alcance) para generadores G validos,
bajo coste de Landauer decreciente por bit
verificado”.

La ciencia no es la busqueda de verdades eternas. Es la instituciéon de agentes finitos
que gestionan la ignorancia bajo recursos limitados, declarando explicitamente sus
margenes de error, y verificando mutuamente sus resultados mediante protocolos de

reproducibilidad distribuida.

Es la contabilidad general de la finitud cognitiva aplicada a la practica colectiva del

conocimiento.
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Capitulo 23: La estadistica sin poblaciones infinitas

1. El experimento fundacional: la altura media que nadie puede
medir completamente

Un investigador quiere estimar la altura media de los adultos en un pais de cincuenta
millones de habitantes. Toma una muestra de n = 1000 personas, las mide con una
cinta métrica calibrada, y calcula la media muestral: x = 170,3 cm. La estadistica
clasica le dice que x es un “estimador” de la “media poblacional” u. Y luego le
proporciona un intervalo de confianza: u € [169,8; 170,8] con un 95% de confianza.

Todo esto se ensefia como si fuera obvio. Pero formulemos la pregunta forense que
la educacion estadistica estandar nunca formula:

:(Qué es la “poblacion”?

(Es el conjunto de todos los adultos que existen ahora en ese pais? ;Incluye a los que
naceran mafana? ;A los que murieron ayer? ;A los que existiran dentro de mil afios?
¢Es un conjunto finito pero inmenso? ;Es un conjunto infinito? ;Es un conjunto que
cambia mientras el investigador lo mide?

La estadistica clasica responde con un gesto: la poblacién es un “conjunto” 2 del cual
la muestra es un “subconjunto aleatorio”. Y luego invoca la ley de los grandes
numeros: cuando n — oo, la media muestral converge a la media poblacional.

Pero bajo el Axioma de No-Reificacién, debemos preguntar: ;quién ejecuta ese n —
o? ;Quién dispone de recursos infinitos para medir infinitos individuos? ;En qué
universo fisico existe un agente con tiempo, dinero y energia ilimitados para
completar esa medicion?

La respuesta operativa es inmediata: nadie. Ningdn agente finito puede ejecutar n —
co. La “poblacion” no es un conjunto completado que exista en algin lugar esperando
ser medido. La “poblacién” es un generador de individuos que el investigador no
puede ejecutar completamente. Y toda la estadistica debe reconstruirse sobre esta
finitud constitutiva.

Conviene precisar desde el comienzo qué entendemos por “generador de individuos”
para no caer en una vaguedad que debilitaria todo el capitulo. G,,, no es una metafora
poética. Es un proceso estocastico: una regla o mecanismo fisico, biolégico o social
que produce observaciones segtin una distribucién de probabilidad desconocida para
el agente. En el caso de las alturas, G,,, es el proceso de nacimiento, crecimiento y
envejecimiento de los humanos en ese paifs, junto con el mecanismo de selecciéon que
determina quién es adulto y quién no. El agente no conoce la regla exacta; solo puede
invocarla mediante mediciones finitas.

Esta distincion entre generadores transparentes (como el sucesor aritmético del Tomo
I, cuya regla es explicita y verificable) y generadores opacos (como Gy, cuya regla es

desconocida) es crucial. La aritmética operativa trabaja con generadores
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transparentes; la estadistica trabaja con generadores opacos. La estadistica existe
precisamente porque G,,, €s opaco: si conociéramos la regla exacta, no
necesitariamos inferirla a partir de muestras.

2. La deconstruccion de la ilusidon clasica: el limite que nadie
puede ejecutar

La estadistica matematica del siglo XX, construida principalmente por Ronald Fisher
(1922), Jerzy Neyman y Egon Pearson (1933), se fundamenta sobre tres pilares que
presuponen el infinito actual:

Pilar 1: La poblacion como conjunto completado. Se postula un conjunto 2 =
{x1, %5, ..., xxy} (0 £ infinito) del cual se extrae la muestra. Este conjunto se asume
dado, completo, determinado. Pero bajo el ANR, 2 no es un objeto; es un generador
Gpop que produce individuos segun un proceso fisico, biologico o social. Los individuos
no “estan ahi” esperando ser enumerados; son producidos por nacimientos,
migraciones, interacciones sociales. El generador G,,, no termina: sigue produciendo
individuos mientras el proceso biolégico y social continte.

Pilar 2: La ley de los grandes niumeros como limite. La ley fuerte de los grandes
numeros establece que x, — u casi seguramente cuando n — . Pero este n - o es
un infinito actual: presupone que podemos ejecutar infinitas mediciones y que la
convergencia se alcanza “en el limite”. Bajo el PTO, ninglin agente puede ejecutar
infinitas mediciones. Lo que el agente puede hacer es ejecutar n mediciones finitas y
obtener una garantia finita.

Pilar 3: El teorema central del limite como distribucion asintética. El TCL
establece que la distribucion de x,, tiende a una normal cuando n — oo. Pero de nuevo:
nadie ejecuta n — oo. Lo que el investigador tiene es una muestra finita y una
distribucién aproximada cuya calidad depende de n.

La estadistica clasica no es “falsa” en su dominio abstracto. Es una teoria matematica
consistente sobre propiedades asintoticas de estimadores. Pero cuando se aplica al
mundo fisico sin declarar explicitamente que los limites son inalcanzables, se comete
una reificacion: se trata a la poblacién como si fuera un conjunto completado, a la
convergencia como si fuera alcanzable, y a la distribucién limite como si fuera la
distribucién real.

Conviene reconocer, sin embargo, que la historia de la estadistica contiene ya una
tradicion que evit6 esta reificacion: la estadistica disefio-basada iniciada por
Neyman en 1934. En este enfoque, la poblacién es un conjunto finito U de tamafio N
que existe ahora, y la aleatoriedad proviene exclusivamente del disefio muestral (el
mecanismo de seleccion de la muestra), no de un modelo superpoblacional infinito. El
estimador de Horvitz-Thompson proporciona una inferencia exacta para N finito, sin
limites n — oo y sin reificar poblaciones infinitas. Esta tradicion es la base de la
estadistica oficial de censos y encuestas en todo el mundo, y constituye un
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antecedente directo de nuestra ontologia operativa, como sefialaremos con mas
detalle.

La aportaciéon de nuestro marco no es inventar la estadistica finita desde cero, sino
unificar la tradicion disefio-basada (finita por construccion) con las herramientas no
asintéticas modernas (Hoeffding, bootstrap, PAC-learning, tasa-distorsiéon) bajo una
sola gramatica (G, k, p), y extender ese enfoque a dominios donde no existe un marco
muestral fijo (flujos de datos, simulaciones, sistemas abiertos).

La critica principal que formulamos se dirige, por tanto, a la estadistica modelo-
basada superpoblacional que domina la ensefianza académica y el machine learning:
aquella que asume que la poblacién es un generador infinito, que x es un limite
inalcanzable, y que la inferencia requiere asintoéticas. No afirmamos que esta tradiciéon
sea inutil; afirmamos que cuando se aplica sin declarar sus supuestos, reifica el
infinito.

3. Definicion operativa: la estadistica bajo la terna (G, k, p)

Reconstruyamos la estadistica desde cero, sobre los cimientos de la ontologia
operativa.

El Generador (G,,,): La poblaciéon no es un conjunto. Es un generador de
individuos: el proceso fisico, bioldgico o social que produce las entidades que
queremos medir. G,,, €s un proceso estocastico —una regla que, invocada, produce
observaciones segun una distribucion desconocida—. Puede ser un proceso de
nacimientos humanos, un proceso de fabricaciéon industrial, un proceso de
transacciones economicas. Lo crucial es que Gy, es un proceso que el investigador no
puede ejecutar completamente: no puede medir todos los individuos que el generador
producira a lo largo del tiempo.

La Escala (k): Es el numero de individuos que el investigador puede medir, limitado
por recursos finitos: tiempo, dinero, acceso, capacidad de medicién. k =n es el
tamafio muestral. Pero k no es solo el nimero de mediciones: incluye también el coste
de cada medicion (el tiempo que toma medir una altura con una cinta métrica
calibrada, el coste del instrumento, la fatiga del medidor). En términos del Capitulo 19,
k incluye el coste de Landauer de registrar y borrar cada dato: cada medicidn fija bits
en la memoria del investigador, y cada bit borrado disipa calor. La escala k es, por
tanto, un presupuesto termodinamico, no solo un conteo.

La Precision (p): Es el margen de error que el investigador declara como tolerable.
Pero aqui debemos ser mas precisos que en la formulacién ingenua. En estadistica,
toda garantia finita tiene dos componentes:

e e:elmargen de error métrico (cuanto se permite que la estimacion se desvie de la
verdadera media).

e §:elriesgo de fallo (la probabilidad de que la garantia no se cumpla).
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La precision p es el par contractual (€,6): el agente declara “acepto que mi
estimacioén puede desviarse en hasta € centimetros, y exijo que esta cota se cumpla
con probabilidad al menos 1 — §”. La eleccién de (€,8) no es arbitraria; esta dictada
por el coste del error en el dominio aplicado. En ingenieria estructural, € es pequefio
porque el coste de un colapso es inmenso; en sociologia exploratoria, € es grande
porque el coste de recopilar mas datos excede el beneficio. La precision p es el punto
donde el coste marginal de una medicién adicional iguala al coste esperado del error
residual.

Bajo esta terna, el problema estadistico se reformula asi:

Dado un generador G,,, que no puedo ejecutar completamente, una escala k = n (nimero de mediciones
que puedo pagar), y una precisién p = (€,8) que declaro como contrato: ¢puedo construir un estimador [
tal que | — u| < € con probabilidad al menos 1 — §, usando solo n mediciones?

Nétese la diferencia radical con la formulacién clasica: no preguntamos “;cudl es el
limite de X, cuando n — ©?” (una pregunta que nadie puede responder
operativamente). Preguntamos: “dado que solo puedo medir n individuos, ;qué
garantia finita puedo obtener?”

Esta reformulaciéon es exactamente el marco del aprendizaje PAC (Probably
Approximately Correct) introducido por Leslie Valiant en 1984. El modelo PAC
establece que un algoritmo aprende un concepto si, dado un ndmero finito de
ejemplos n, puede garantizar que el error sea menor que € con probabilidad al menos
1 — 4. La escala requerida depende de la complejidad del espacio de hipoétesis y de la
precision declarada:

>1(1 H|+1 1)
n_E n|H| ns

Donde |H| es el numero de hipétesis candidatas. El marco PAC es la traduccion
matematica exacta de nuestra ontologia operativa: no hay limites n — o, solo
presupuestos de recursos computacionales y contratos de precision.

4. La demostracion constructiva: garantias finitas sin limites
infinitos

4.1. La desigualdad de Hoeffding: la garantia que no necesita el infinito

En 1963, Wassily Hoeffding demostré un teorema que elimina completamente la
necesidad del limite n — co. Para una variable aleatoria X acotada en [a, b], y una
muestra de tamafio n, la probabilidad de que la media muestral x se desvie de la
media verdadera y en mas de € estd acotada por:

_ 2ne?
P(|xn —,u| > 6) < 2exp —m

Este teorema es valido para todo n finito. No requiere n — co. No requiere que la
poblaciéon sea infinita. No requiere que la distribucién sea normal. Requiere que la
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variable esté acotada y que las observaciones sean independientes (o formen una
secuencia de diferencias de martingala). Este ultimo supuesto es crucial: la
independencia no es automatica, y debe verificarse o justificarse como parte del
contrato operativo.

Hoeffding proporciona una cota superior de la probabilidad de error, no la
probabilidad exacta. Es una garantia de peor caso: valida para cualquier distribucién
acotada, pero a menudo conservadora. Si disponemos de informacién adicional (por
ejemplo, la varianza), existen desigualdades mas finas, como la de Bernstein o la de
Bennett, que proporcionan cotas mas ajustadas. Para nuestros propositos, Hoeffding
es suficiente: es la forma mas pura de garantia finita que no invoca el infinito.

Apliquemos esto al ejemplo de las alturas, pero disefiemos el estudio correctamente.
Supongamos que las alturas adultas estan acotadas en [140,220] cm, asi que b —a =
80 cm. El investigador dispone de n = 1000 mediciones y desea una confianza del
95% (6 = 0.05). ;Qué margen de error € puede garantizar?

Despejando € de la desigualdad de Hoeffding con § = 0.05:

In(2/6 In(40
e=(b—a) ’% =80 - ’ 2(()00) ~ 80 -v0.001844 =~ 80 - 0.0429 =~ 3.43 cm

Con n = 1000 mediciones, el investigador puede garantizar que su estimacién se
desvia de ¢ en menos de 3.43 cm con confianza del 95%. Si desea una precisiéon
centimétrica (¢ = 1 cm) con la misma confianza, necesita:

802 - In(40) _ 6400 - 3.689

nz———=—— ~ 11805

Se requieren aproximadamente 12,000 mediciones para una precision centimétrica.
Esto es contabilidad de finitud: no hay n — oo, solo presupuestos.

4.2. El sesgo-varianza: la descomposicion que explica el Cristal y el Gas

La estadistica clasica ensefia que un buen estimador debe ser “insesgado” y de
“varianza minima”. Pero no explica por qué existe una tensién fundamental entre
ambas propiedades. La descomposicién sesgo-varianza lo hace explicito. Aqui
debemos ser cuidadosos y distinguir dos contextos:

Estimacion de la media p: Para un estimador f de la media u = E[X], el error
cuadratico medio (MSE) se descompone exactamente como:

E[(2 — w)?] = (E[4] — w)* + Var(Q)
Seswgo2 Varianza

No hay “ruido irreducible” en esta descomposicion. El MSE es exactamente la suma del
sesgo al cuadrado y la varianza.
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Prediccion de una nueva observacion X,,,,: Si usamos fi para predecir un nuevo
valor X, €l error esperado es:

E[(4 — Xnew)?] = (E[A] —w)* + Var(d) +  Var(X)
Sesw:go2 Varianza  Ruido irreducible

Aqui el “ruido irreducible” es la varianza intrinseca de la variable X, que ningun
estimador puede reducir: incluso con una muestra infinita, la altura de un individuo
particular fluctiia. Esta distincion entre estimar (un parametro) y predecir (un valor
nuevo) es operativa y crucial.

Con esta correccion, la descomposicion explica las dos patologias que identificamos en
la termodinamica de la cognicién:

e El Cristal (sobreajuste / varianza alta): Un modelo que se ajusta perfectamente
a los datos de entrenamiento (sesgo bajo) pero generaliza catastréficamente mal
ante datos nuevos (varianza alta). Es el equivalente pedagogico de la
memorizaciéon mecdanica: el estudiante memoriza todos los ejemplos pero no
extrae el generador.

e El Gas (subajuste / sesgo alto): Un modelo tan simple que ni siquiera captura
los patrones que existen en los datos. Es el equivalente del relativismo: “todas las
hipdtesis son igualmente validas”, ninguna estructura se extrae.

El 6ptimo estadistico —el “borde del caos” de la inferencia— es el punto donde la
suma Sesgo? + Varianza es minima. Este Optimo existe y es alcanzable mediante
seleccion de modelos; no requiere n — oo. (Conviene matizar que la unicidad del
6ptimo no estd garantizada en general; puede haber multiples minimos locales segtin
la familia de modelos.)

4.3. Los intervalos de confianza como garantias de cobertura, no como
probabilidades sobre u

La estadistica clasica ensefia que un intervalo de confianza del 95% significa que “hay
un 95% de probabilidad de que u esté en el intervalo”. Esto es incorrecto desde la
perspectiva frecuentista estricta, y es una fuente de confusiéon pedagdgica masiva.
Conviene ser quirdrgico aqui: la confusidon surge porque se mezclan dos objetos
matematicos distintos: el intervalo de confianza frecuentista (donde p es una
constante fija y el intervalo es aleatorio) y el intervalo de credibilidad bayesiano
(donde p es una variable aleatoria y el intervalo es fijo).

La interpretaciéon correcta del intervalo de confianza frecuentista es: si repetimos el
experimento B veces (cada vez tomando una nueva muestra de tamafio n y
construyendo un nuevo intervalo), aproximadamente el 95% de esos intervalos
contendran u. El intervalo no es una afirmacién sobre y; es una garantia sobre el
procedimiento de construccion.

Bajo nuestra ontologia, esto se traduce asi: el intervalo de confianza es una propiedad
del generador de intervalos G;-, no del parametro u. El generador G;. toma una
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muestra y produce un intervalo. La garantia es que, si ejecutamos G;. muchas veces, el
95% de los intervalos producidos contendran el valor verdadero. Pero el intervalo
particular que obtenemos en nuestra unica ejecucion contiene g o no lo contiene; no
hay “95% de probabilidad” para ese intervalo especifico.

Esta distincion es crucial bajo el ANR: i no es un objeto que “estd” en algin lugar del
intervalo. u es el resultado que obtendriamos si pudiéramos ejecutar Gy
completamente (lo cual es imposible). Lo que tenemos es una garantia sobre el
procedimiento, no sobre el parametro.

Conviene precisar el estatus ontolégico de u con mas cuidado. En un proceso
generador abierto (como las alturas humanas a lo largo de generaciones), la poblacion
total no existe como un conjunto cerrado. Por tanto, 4 no es una “media completada
inalcanzable” en el sentido de un promedio sustancial de infinitos entes. u es una
propiedad teorica del generador G,,,: su valor esperado formal bajo el modelo
estocastico que postulamos. La desigualdad de Hoeffding es, entonces, una garantia de
calibracién del instrumento x,, respecto a esa propiedad, no una afirmaciéon sobre un
objeto platénico.

(Qué ocurre con la estadistica bayesiana, que si asigna probabilidades a u? Bajo
nuestra ontologia, el bayesianismo es igualmente valido si se interpreta
operativamente: el “prior” no es una creencia subjetiva mistica, sino el generador
previo G,,., que el agente utiliza para comprimir la informacion antes de observar
los datos. La actualizacion bayesiana es simplemente el algoritmo de compresiéon que
minimiza la divergencia de Kullback-Leibler entre el prior y los datos finitos k. Ambos
enfoques, frecuentista y bayesiano, son herramientas legitimas de gestién de la
ignorancia bajo el PTO, siempre que no reifiquen sus distribuciones limite.

4.4. El bootstrap: estadistica sin distribucion poblacional

En 1979, Bradley Efron introdujo el bootstrap, un método de remuestreo que no
asume ninguna distribucion poblacional. Dada una muestra de tamafio n, el bootstrap
genera B muestras de tamafio n mediante muestreo con reemplazamiento de la
muestra original, y calcula la estadistica de interés para cada una de las B muestras. La
distribucién empirica de las B estadisticas aproxima la distribucién muestral.

Bajo nuestra ontologia, el bootstrap es un generador de segundo orden: no genera
individuos nuevos (eso seria ejecutar Gy,p, lo cual es imposible), sino que genera
remuestras de la muestra ya obtenida. Es un generador que opera sobre el resultado
de otro generador.

La escala del bootstrap es B (nimero de remuestras). Tipicamente B = 1000 o B =
10000. La precision del bootstrap depende de n (tamafio de la muestra original) y de
B (nuimero de remuestras). A mayor n, mejor aproximacion; a mayor B, menor
variabilidad de la estimacién bootstrap.

Lo crucial es que el bootstrap no asume normalidad ni requiere que conozcamos la
distribucién poblacional. Sin embargo, debemos ser honestos sobre su justificacion
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tedrica: la validez del bootstrap reposa en resultados asintoticos (consistencia cuando
n — ). En la practica, es un procedimiento finito cuyo error se estima empiricamente
mediante las B remuestras, pero su fundamento matematico usa el infinito. Bajo el
ANR, lo aceptamos como herramienta empirica con error controlable, declarando
explicitamente esta limitacion.

Ademas, el bootstrap solo puede capturar la variabilidad presente en la muestra ya
obtenida; si la muestra original estd sesgada, el bootstrap reproducira fielmente ese
sesgo con gran precision aparente. Es un caso donde la garantia finita puede ser
engafiosamente soélida sin ser veraz. Esta limitacion es filosoficamente relevante: la
finitud no garantiza la verdad; solo garantiza la calibracién respecto a los datos
disponibles.

4.5. La teoria de tasa-distorsion y la cota de Cramér-Rao: la estadistica
como compresion con pérdida

La conexion mas profunda entre estadistica y teoria de la informacién fue establecida
por Claude Shannon en 1959 con la teoria de tasa-distorsion (rate-distortion theory).
El problema es: dado un presupuesto de bits R (la cantidad de informacién que puedo
almacenar o transmitir), ;cual es la minima distorsién D que puedo garantizar?

La funcién tasa-distorsion R(D) establece la relacion dptima exacta: cuantos bits
necesito gastar para garantizar que la distorsion (el error de reconstruccién) sea
menor que D.

En la teoria de Shannon, la tasa R es el nimero de bits que puedo transmitir o
almacenar, y la distorsion D es el error maximo tolerable al reconstruir la sefial. En
nuestra ontologia estadistica, la escala k (tamafio muestral y parametros del modelo)
es exactamente esa tasa R de informacidon que el agente extrae del entorno, y la
precision p (error de estimacién) es la distorsion D. La estadistica 6ptima es, por
tanto, el problema de encontrar la frontera de Pareto entre cudntos datos puedo pagar
(k) y cuanta incertidumbre estoy dispuesto a tolerar (p).

Pero debemos ser rigurosos: la conexion entre tasa-distorsion y la descomposicion
sesgo-varianza es una analogia estructural, no una identidad matemadtica. Son
teoremas distintos. La conexion rigurosa entre informacion y precision de estimacion
es la desigualdad de Cramér-Rao, que establece un limite inferior al error cuadratico
medio de cualquier estimador insesgado en términos de la informacién de Fisher:

1
Var(fl) =2 ——
nJ(u)
Donde J(u) es la informacion de Fisher, que mide cuanta informacién sobre u
contiene cada observacion. La finitud de n impone un limite inferior al error: no
importa cuan sofisticado sea el estimador, con n mediciones el error no puede
reducirse por debajo de la cota de Cramér-Rao.
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La funcion R(D) estadistica es, en este sentido, una frontera de Pareto entre
precision y recursos. Conecta directamente con el capitulo sobre la termodinamica
de la cognicidn: el curriculo educativo 6ptimo es un coédigo R(D) que minimiza la
distorsion (ignorancia residual) dado un presupuesto de bits (tiempo escolar,
capacidad de memoria de trabajo). Y el Derecho, como veremos en el capitulo sobre la
gramatica universal, es también un co6digo R(D): comprime la complejidad
microscépica de las interacciones humanas en un numero finito de articulos legales,
aceptando una distorsion tolerable (la injusticia residual que ningun sistema legal
puede eliminar completamente).

Conviene citar la tradicién que formaliza esta conexion: el Principio de Longitud de
Descripcion Minima (MDL) de Rissanen (1978) y la Minimizacion de Riesgo
Estructural de Vapnik y Chervonenkis (1971). Ambos muestran que el aprendizaje
estadistico 6ptimo es aquel que minimiza la longitud de descripciéon combinada:
cuantos bits necesito para codificar el modelo mas cuantos bits necesito para codificar
los errores del modelo. La estadistica es, en el nivel mas profundo, compresiéon con
pérdida.

5. Las dos patologias de la estadistica: el Cristal y el Gas de la
inferencia

La estadistica tiene sus dos patologias extremas:

La patologia del Cristal (sobreajuste / overfitting): El investigador ajusta un
modelo tan complejo que se adapta perfectamente a los datos de la muestra pero no
generaliza. Es equivalente a memorizar las respuestas de un examen sin comprender
el generador subyacente. El modelo tiene varianza alta: si tomamos otra muestra, el
modelo cambia radicalmente. El investigador ha confundido el ruido de la muestra
con sefal estructural.

La patologia del Gas (subajuste / underfitting): El investigador usa un modelo tan
simple que no captura ninguna estructura en los datos. Es equivalente al relativismo:
“todos los modelos son igualmente validos, ninguno captura nada”. El modelo tiene
sesgo alto: se desvia sistematicamente de la verdad, independientemente de cudntos
datos tengamos.

El 6ptimo estadistico es el borde del caos de la inferencia: el punto donde el modelo
es lo suficientemente complejo para capturar la estructura real, pero no tan complejo
como para ajustarse al ruido. Este punto es exactamente el minimo de la curva sesgo-
varianza.

Es crucial notar que no existe un generador G (modelo) que sea 6ptimo para todos los
problemas posibles. El Teorema No-Free-Lunch (Wolpert y Macready, 1997)
demuestra que, promediando sobre todos los generadores de datos posibles, todos los
algoritmos de inferencia rinden exactamente igual. La maestria estadistica no consiste
en encontrar “el modelo verdadero”, sino en seleccionar el generador cuya
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complejidad de Kolmogorov K(G) se adapte a la escala k y a la estructura especifica
del generador de datos G, que estamos intentando aproximar.

Bajo la terna (G, k,p): el investigador debe elegir un generador G (modelo) cuya
complejidad de Kolmogorov K(G) sea suficiente para capturar la estructura de los
datos, pero cuya escala k (nimero de parametros, nimero de mediciones necesarias)
esté dentro del presupuesto disponible. La precisiéon p es el error residual que el
investigador declara como tolerable.

Conviene precisar aqui qué entendemos por “complejidad de Kolmogorov” en este
contexto. En lugar de invocar la incomputabilidad de K(G), podemos usar una medida
operativa: la complejidad estructural del modelo, entendida como el nimero de
parametros libres que codifica. Un modelo con mas parametros tiene mayor
complejidad y, por tanto, mayor tendencia al sobreajuste; un modelo con menos
parametros tiene menor complejidad y mayor tendencia al subajuste. La seleccion de
modelos es el acto de equilibrar esta tensién bajo presupuesto finito.

6. Analogia estructural: la estadistica como termodinamica de
sistemas pequenos

La analogia mas profunda para la estadistica finita es la termodinamica de sistemas
pequeiios, desarrollada en la fisica estadistica del siglo XXI (Jarzynski 1997, Crooks
1999, Seifert 2012).

En un sistema macroscépico (N ~ 1023 moléculas), las fluctuaciones relativas son del
orden de 1/v/N ~ 107''. Las variables termodinamicas (presién, temperatura,
volumen) estan definidas con precision extraordinaria. El limite termodinamico N —
oo es una aproximacion excelente.

En un sistema microscopico (N ~ 10® moléculas), las fluctuaciones relativas son del

orden de 1/¥103 ~0,03=3%. Las variables termodindmicas fluctian
significativamente. No podemos hablar de “la temperatura” del sistema; debemos
hablar de una distribucion de temperaturas. El limite termodinamico falla.

Del mismo modo, en estadistica: - Cuando n es grande (n ~ 10°), las estimaciones son
precisas y los intervalos de confianza son estrechos. El limite asintotico es una
aproximacion aceptable. - Cuando n es pequefio (n ~ 101), las estimaciones fluctiian
enormemente y los intervalos de confianza son anchos. El limite asintdtico falla
completamente.

La estadistica finita es la termodinamica de los sistemas pequefios aplicada a la
inferencia: reconoce que con recursos finitos, las fluctuaciones son significativas, y
proporciona herramientas (Hoeffding, bootstrap, intervalos de cobertura) para operar
bajo esa finitud sin reificar el infinito.

La termodindmica estocastica moderna (Jarzynski, Crooks, Seifert) ha demostrado que
lejos del limite termodinamico, la segunda ley no es una desigualdad estricta, sino una
igualdad exacta sobre promedios de trayectorias finitas: (e FW) = e FAF,
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Analogamente, la estadistica finita no es “estadistica aproximada”; tiene leyes exactas
(Hoeffding, Berry-Esseen, Cramér-Rao) que son validas para todo n finito, sin invocar
el infinito.

7. La probabilidad como frecuencia finita: sin poblaciones infinitas

La probabilidad clasica se define como el limite de la frecuencia relativa cuando n —
00:

L
P(A) = lim —
n-oo N
Bajo el ANR, este limite es inalcanzable. Ningin agente puede ejecutar infinitos
ensayos. Lo que el agente puede hacer es ejecutar n ensayos finitos y obtener una
frecuencia relativa f,, = ny/n con una cota de error que depende de n.

La probabilidad, bajo nuestra ontologia, no es un limite. Pero tampoco es una mera
“declaracion subjetiva” del agente, como podria malinterpretarse. Es una propension
algoritmica del generador fisico G,,,: la frecuencia esperada certificada por la
estructura del generador, dada una escala finita de observacién k y una precision p. El
agente no “inventa” la probabilidad; la infiere operacionalmente del generador que
esta midiendo.

Decir “P(4A) = 0,5” no significa que “en el limite infinito, la frecuencia sera
exactamente 0,5”. Significa: “dado mi modelo G y mi escala n, espero que la frecuencia
esté en [0,5 — p; 0,5 + p] con alta probabilidad”.

Esto conecta directamente con la interpretacién frecuentista finita de Richard von
Mises (1919), pero sin reificar el “colectivo infinito” de von Mises. Conviene precisar:
von Mises no solo definid la probabilidad como limite de frecuencia relativa; introdujo
el concepto de “colectivo” (Kollektiv) con la propiedad de aleatoriedad (Regellosigkeit),
que es justamente lo que nosotros rechazamos como reificacion. Rescatamos de von
Mises el marco frecuentista, no su nocion infinitista de colectivo.

Existe una alternativa operativa mas rigurosa que la interpretacion frecuentista finita:
la probabilidad tedrica del juego (Shafer y Vovk, 2001). En este enfoque, no hay
“generador misterioso” ni colectivo infinito. Hay un escéptico que apuesta contra un
pronosticador. La probabilidad p es el precio de un ticket que paga 1 si el evento A
ocurre. El teorema fundamental establece: el escéptico no puede enriquecerse sin
limite (capital acotado) si y solo si las probabilidades estan calibradas. Esto elimina
completamente la frecuencia limite y la declaraciéon subjetiva: es puramente
operacional, finito y verificable por auditoria. Encaja perfectamente con la terna
(G, k,p): G es el protocolo de apuestas, k es el capital inicial, y p es el precio del ticket.

8. Conclusion: la estadistica como contabilidad de la finitud

La estadistica sin poblaciones infinitas no es una estadistica empobrecida. Es una
estadistica honesta: reconoce que el agente es finito, que la poblacién no es un
conjunto completado, que los limites son inalcanzables, y que toda garantia es finita.
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La estadistica clasica, con sus limites n = oo y sus poblaciones infinitas, es una
herramienta matematica legitima en el dominio abstracto. Pero cuando se aplica al
mundo fisico sin declarar sus supuestos, comete una reificacién: trata a la poblacion
como si existiera completamente, a la convergencia como si fuera alcanzable, y a la
distribucion limite como si fuera la distribucién real.

La estadistica operativa (G, k,p) restaura la honestidad: - G,,, es un generador
estocdastico opaco que no puedo ejecutar completamente. - k = n es el nimero finito
de mediciones que puedo pagar, incluyendo el coste de Landauer. - p = (¢,9) es el
contrato de precision que declaro como tolerable. - La garantia es finita: Hoeffding,
bootstrap, intervalos de cobertura, Cramér-Rao. - No hay n — oo. No hay poblacién
infinita. No hay convergencia alcanzada.

Conviene reconocer explicitamente que esta estadistica finita ya existia en la
tradicion disefio-basada de Neyman (1934) y en la teoria no asintética moderna
(Hoeffding, PAC, MDL). Nuestra aportaciéon no es inventar estas herramientas, sino
unificarlas bajo una sola gramatica (G, k, p) y mostrar que son la Unica forma legitima
de inferencia para agentes finitos.

La estadistica es la contabilidad de la finitud cognitiva: el arte de gestionar la
ignorancia estructural bajo presupuestos finitos, declarando explicitamente cuanto
error estamos dispuestos a tolerar.

Para cerrar, observemos como esta ontologia transforma la gramatica estadistica:

Gramatica Reificadora

(Estadistica Clasica) Gramatica Operativa (Estadistica Finita / (G, k, p))

Generador: “G,, es un proceso estocastico que
produce individuos y que no puedo ejecutar
completamente”.

Sustantivo: “La poblacion 2
es un conjunto”.

Limite: “x,, - y cuandon —

»

oo,

Garantia finita: “P(|X, — | > €) < 2e~2n€*/(0-a)°
para todo n finito”.

Objeto: “u es un pardmetro

fijo que existe en algun lugar”.

Resultado potencial: “u es una propiedad teérica

del generador Gy, no un objeto platonico”.

Probabilidad: “P(A) =
lim,,_,,ny/n".

Declaracion finita: “P(A) es la propension
algoritmica del generador, calibrada por escalany
precision p”.

Intervalo: “Hay 95% de
probabilidad de que u esté
aqui”.

Garantia de cobertura: “Si repito el procedimiento
B veces, 95% de los intervalos contendran u”.

Convergencia: “La
distribucién tiende a normal”.

Aproximacion finita: “Para n suficientemente
grande, la aproximacion normal tiene error acotado
(Berry-Esseen)”.
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La estadistica no es la ciencia de las poblaciones infinitas. Es la ciencia de los agentes
finitos que deben tomar decisiones bajo ignorancia estructural, con recursos
limitados, declarando explicitamente cuanto error toleran. Es la contabilidad general

de la finitud cognitiva.
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Capitulo 24: La probabilidad como frecuencia finita

1. El experimento fundacional: la moneda, el dado y el atomo
radiactivo

Imaginemos tres escenarios que han definido el concepto de probabilidad durante
siglos. En el primero, lanzamos una moneda al aire y preguntamos: ;cual es la
probabilidad de que salga cara? En el segundo, lanzamos un dado de seis caras y
preguntamos: ;cual es la probabilidad de obtener un seis? En el tercero, observamos
un atomo de carbono-14 y preguntamos: ;cual es la probabilidad de que se desintegre
en los proximos 5730 afios?

Las respuestas clasicas a estas preguntas han moldeado la teoria de la probabilidad
durante tres siglos:

La respuesta de Laplace (1814): La probabilidad de cara es 1/2 porque hay dos
resultados “igualmente posibles” (cara o cruz). La probabilidad de seis es 1/6 porque
hay seis resultados igualmente posibles. La probabilidad de desintegraciéon es 1/2
porque 5730 afios es la vida media del carbono-14.

La respuesta de von Mises (1919): La probabilidad es el limite de la frecuencia
relativa cuando el nimero de ensayos tiende a infinito: P(cara) = lim,,_, f,,(cara). Si
lanzamos la moneda infinitas veces, la frecuencia de caras convergera a un valor fijo.

La respuesta de Kolmogorov (1933): La probabilidad es una medida sobre un
espacio de probabilidad (£2,F,P) que satisface ciertos axiomas (no negatividad,
normalizacion, aditividad numerable). Es una estructura matematica abstracta,
independiente de cualquier interpretacion fisica.

Estas tres respuestas dominan la ensefianza de la probabilidad. Pero formulemos la
pregunta forense que ninguna de ellas responde:

;Quién ejecuta el infinito?

;Quién dispone de tiempo infinito para lanzar la moneda infinitas veces? ;Quién
puede verificar que los resultados son “igualmente posibles” sin realizar mediciones
previas? ;En qué universo fisico existe un espacio de probabilidad {2 completado, con
todos sus eventos ya determinados, esperando ser medido?

La respuesta operativa es inmediata: nadie. Ningiin agente finito puede ejecutar
infinitos ensayos, verificar la equiprobabilidad sin mediciones, ni acceder a un espacio
de probabilidad completado. La probabilidad no es un limite inalcanzable, ni una
propiedad intrinseca de los objetos, ni una medida sobre un espacio abstracto. La
probabilidad es una frecuencia relativa finita con una garantia de error que
depende del numero de ensayos que el agente puede pagar.
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Antes de proseguir, conviene distinguir los tres tipos de generadores que aparecen en
estos escenarios:

e El dado y la moneda son generadores discretos y acotados: producen
resultados en un conjunto finito (cara/cruz, 1-6). Su tratamiento es el mas
simple: la frecuencia relativa es un promedio de variables de Bernoulli.

e El atomo de carbono-14 es un generador continuo: produce tiempos de espera
segun una distribuciéon exponencial. Aqui no hay “caras” discretas; hay una tasa
de desintegracion A que debe estimarse a partir del tiempo de observacion. La
escala k no es el numero de ensayos, sino el tiempo total de observacion T,,, y
la precision p es el error relativo en la estimaciéon de A. La garantia finita usa la
concentracion de la estimacién de maxima verosimilitud 4 = Naecays/ Tobs:-

Esta distincidn es importante porque muestra que la terna (G, k, p) se generaliza mas
alla del caso Bernoulli: el generador puede ser discreto o continuo, y la escala puede
ser nimero de ensayos o tiempo de observacidn. Lo esencial es que en todos los casos
la garantia es finita.

En este capitulo, someteremos la probabilidad al Axioma de No-Reificaciéon (ANR) y
al Principio de Terminacion Ontoldgica (PTO). Demostraremos que la probabilidad
no es un limite asintético, sino una medicioén con error estadistico. Y mostraremos que
tanto el frecuentismo como el bayesianismo, cuando se leen operativamente, son
herramientas legitimas para gestionar la ignorancia bajo recursos finitos.

2. La deconstruccion de la ilusion clasica: las tres reificaciones de
la probabilidad

La teoria de la probabilidad, tal como se ensefia en las universidades, descansa sobre
tres pilares que presuponen el infinito actual o la completitud de espacios abstractos:

Pilar 1: La equiprobabilidad de Laplace (peticion de principio). Laplace definié la
probabilidad como el cociente entre casos favorables y casos posibles, asumiendo que
todos los casos son igualmente posibles. Pero esta definicion es circular: para saber que
los casos son igualmente posibles, necesitamos conocer sus probabilidades, que es
precisamente lo que queremos calcular. La equiprobabilidad no es una propiedad
intrinseca de los objetos; es una hipdtesis que debe verificarse empiricamente
mediante mediciones previas. Decir que una moneda “justa” tiene probabilidad 1/2 de
cara es una tautologia: definimos “justa” como aquella que tiene probabilidad 1/2.

Conviene sefialar que esta circularidad no es solo un problema ldgico: tiene
consecuencias fisicas. En mecanica estadistica, el postulado de equiprobabilidad a
priori (medida de Liouville uniforme) es una hipoétesis de simetria que se justifica por
el éxito predictivo de la teoria, no por una verdad a priori. La equiprobabilidad es una
hipétesis de trabajo que debe validarse mediante experimentos, no un axioma que
deba aceptarse sin justificacion.
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Pilar 2: El limite de von Mises (infinito actual). Richard von Mises definié la
probabilidad como el limite de la frecuencia relativa cuando n — co:

. Ny

P(A) = lim —

n-o N
donde ny es el nimero de ocurrencias del evento A en n ensayos. Pero este limite es
un infinito actual: presupone que podemos ejecutar infinitos ensayos y que la
frecuencia converge a un valor fijo. Bajo el ANR, ningiin agente puede ejecutar
infinitos ensayos. Lo que el agente puede hacer es ejecutar n ensayos finitos y obtener

una frecuencia relativa f,, = ny4/n con una cota de error que depende de n.

Como ya establecimos al discutir la ley de los grandes niimeros en el Capitulo 22, este
limite es inalcanzable para cualquier agente fisico. La versién operativa es la ley de
los grandes numeros finita: para todo € > 0 y todo § > 0, existe un n finito tal que la
frecuencia relativa esta dentro de € de la probabilidad verdadera con confianza al
menos 1 — 4. Esta version no requiere n — oo; solo requiere que, dada una precisién e
y una confianza 1 — §, podamos encontrar un n suficientemente grande.

Pilar 3: El espacio de probabilidad de Kolmogorov (totalidad completada). En
1933, Andréi Kolmogorov axiomatizé la probabilidad como una medida sobre un
espacio (£2,F, P), donde 2 es el conjunto de todos los resultados posibles, F es una o-
algebra de eventos, y P es una medida de probabilidad que satisface P({2) = 1. Esta
axiomatizacién es matematicamente impecable, pero presupone que 2 es un
conjunto completado que contiene todos los resultados posibles. Bajo el ANR, 2 no
es un conjunto; es un generador de resultados que el agente no puede ejecutar
completamente.

Conviene matizar esta critica. La axiomatizacion de Kolmogorov es sintacticamente
neutral: 2 es un conjunto abstracto arbitrario que puede ser finito o infinito. La
reificacion no ocurre en la matematica misma, sino en la aplicacion fisica que asume
que ese espacio abstracto corresponde a una totalidad fisica existente. Ademas, el
punto técnico mas relevante para nuestra critica es la aditividad numerable:
Kolmogorov exige que la probabilidad de una unién numerable de eventos disjuntos
sea la suma de sus probabilidades. Esta condicién es una idealizacién matematica para
poder usar el calculo continuo de Lebesgue; no es una propiedad empirica verificable.
En el laboratorio, solo podemos verificar la aditividad finita: P(A U B) = P(A) + P(B)
para A y B disjuntos. La aditividad numerable es una extrapolacién al infinito que,
bajo el ANR, debe ser tratada como una convencién matematica, no como una
propiedad fisica.

La teoria clasica de la probabilidad no es “falsa” en su dominio abstracto. Es una teoria
matematica consistente sobre medidas y limites. Pero cuando se aplica al mundo
fisico sin declarar explicitamente que los limites son inalcanzables y los espacios son
generadores, se comete una reificacion: se trata a la probabilidad como si fuera una
propiedad intrinseca de los objetos, a la convergencia como si fuera alcanzable, y al
espacio de probabilidad como si fuera un conjunto completado.
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3. Definicion operativa: la probabilidad bajo la terna (G, k, p)

Reconstruyamos la probabilidad desde cero, sobre los cimientos de la ontologia
operativa.

El Generador (G,,,,): El proceso fisico que produce los ensayos. Puede ser un
proceso de lanzamiento de moneda, un proceso de desintegraciéon radiactiva, un
proceso de generacion de nimeros aleatorios. Lo crucial es que Gy, €s un proceso
que el agente puede ejecutar repetidamente, pero no infinitamente. En este capitulo,
asumimos que G,y €s un generador i.i.d. (independiente e idénticamente
distribuido): produce ensayos independientes segin una distribucién fija pero
desconocida. Esta es la hipotesis estandar en la mayoria de las aplicaciones, y la que
permite usar las desigualdades de concentracion que presentaremos. Para
generadores con memoria (procesos de Markov), se requieren cotas de concentracion
para martingalas, que no trataremos aqui.

La Escala (k): El nimero de ensayos que el agente puede realizar, limitado por
recursos finitos: tiempo, dinero, energia, paciencia. k = n es el nimero de ensayos
ejecutados. En el caso de un generador continuo (como el &tomo de carbono-14), la
escala es el tiempo total de observacion T,;,, no el nimero de eventos.

La Precision (p): La precision es el par contractual (¢,8): el margen de error
métrico € > 0 y la cota de riesgo admisible § > 0. El agente declara: “acepto que mi
estimacion puede desviarse en hasta €, y exijo que esta cota se cumpla con
probabilidad al menos 1 — §”. La eleccién de (€, §) no es arbitraria; esta dictada por el
coste del error en el dominio aplicado. En ingenieria estructural, € es pequefo
porque el coste de un colapso es inmenso; en sociologia exploratoria, € es grande
porque el coste de recopilar mas datos excede el beneficio. La precision p es el punto
donde el coste marginal de un ensayo adicional iguala al coste esperado del error
residual.

Bajo esta terna, el problema probabilistico se reformula asi:

Dado un generador G,y i.i.d. con pardmetro desconocido 6, una escala k = n (niumero de ensayos que
puedo ejecutar), y una precision p = (¢, 8) que declaro como contrato: ¢puedo construir una estimacién
tal que |6 — 0] < € con probabilidad al menos 1 — §, usando solo n ensayos?

Nétese que aqui 6 no es un objeto platénico. Es el parametro estructural del
generador G,,,,: la frecuencia asintotica definitoria del generador ii.d. Si el
generador es una moneda con sesgo fisico 8, entonces 6 es una constante fisica del
mecanismo de lanzamiento. El agente no conoce 6, pero puede estimarlo mediante
ensayos finitos. La desigualdad de Hoeffding garantiza que, para todo 6 € [0,1], la
frecuencia empirica f,, estara cerca de 6 con alta probabilidad.

Esta formulacién elimina el contrafactual: no preguntamos por un limite inalcanzable;
preguntamos por la calibraciéon del instrumento f,, respecto al parametro 6 del
generador.
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Notese la diferencia radical con la formulacién clasica: no preguntamos “;cudl es el
limite de f, cuando n — ©?” (una pregunta que nadie puede responder
operativamente). Preguntamos: “dado que solo puedo ejecutar n ensayos, ;qué
garantia finita puedo obtener?”

4. La demostracion constructiva: garantias finitas sin limites
infinitos

4.1. La desigualdad de Hoeffding: la garantia exponencial para frecuencias
acotadas

En 1963, Wassily Hoeffding demostré una desigualdad de concentracion para sumas
de variables aleatorias acotadas e independientes. Para ensayos de Bernoulli
(cara/cruz, éxito/fracaso), la probabilidad de que la frecuencia relativa f;,, se desvie
del parametro verdadero 8 en mas de € esta acotada por:

P(|f, — 8] > €) < 2exp(—2ne?)

. s - 2
Esta cota es exponencialmente fuerte: la probabilidad de error decae como e~2"¢",

mucho mas rapido que el decaimiento polinémico de Chebyshev (que veremos como
nota histoérica). Hoeffding usa el hecho de que la variable esta acotada en [0,1], lo que
permite un control mucho mas fino de la cola de la distribucién. Es la herramienta
estdndar para garantias finitas en frecuencias.

Apliquemos esto al ejemplo de la moneda. Con n = 1000 lanzamientos y € = 0.05
(aceptamos un error del 5%):

P(|f, — 6] > 0.05) < 2exp(—2 - 1000 - 0.0025) = 2exp(—5) ~ 0.0135

Con solo 1000 lanzamientos, la probabilidad de error mayor al 5% es menor que el
1.35%. La cota de Hoeffding nos permite obtener garantias muy fuertes con un
numero moderado de ensayos.

Calculo de presupuesto (inversion de la cota): Dado un contrato de precision (g, §),
;cudntos ensayos necesito? Despejando n de la desigualdad de Hoeffding:

In(2/6
2exp(—2ne?) <6 = n= %
Parae = 0.05y 6 = 0.01 (99% de confianza):
In(200) 5.3
~ ~ 1060

n= ~
2-0.0025 0.005

Con 1060 ensayos, tenemos 99% de confianza de que la frecuencia relativa esta
dentro del 5% del parametro 6. Esto es contabilidad de finitud: € y 6 son entradas
(declaradas por el agente), n* es la salida (recurso requerido).
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4.2. Nota histdrica: la desigualdad de Chebyshev (1867)

Para completar el panorama, mencionemos la desigualdad de Chebyshev, que es una
cota universal mas débil. Para una variable aleatoria X con media u y varianza o?:

1
P(IX —ul = ko) < Wz
Aplicada a la frecuencia relativa f,, de un evento con probabilidad 6, con media 6 y
varianza 6(1 — 0)/n:
6(1-0) < 1
ne? 4ne?
Con n=1000 y € = 0.05, esto da 1/(4-1000 - 0.0025) = 0.1, es decir, un 10% de

error, mucho peor que el 1.35% de Hoeffding. Chebyshev es util cuando no conocemos
la acotacidén de la variable, pero es conservadora: solo usa la varianza, no la acotacion.

P(lfn =01 >€) <

4.3. La ley de los grandes numeros finita

La ley de los grandes nimeros clasica establece que f,, = 6 cuando n — oo. Pero bajo
el ANR, necesitamos una version finita:

Ley de los Grandes Numeros Finita: Para todo € > 0 y todo § > 0, existe un n finito tal que P(|f,, — 6| >
€) <d.

Esta version no requiere n — . Solo requiere que, dada una precisién € y una
confianza 1 — §, podamos encontrar un n suficientemente grande. Usando Hoeffding:

In(2/6)
2€2

2exp(—2ne?’) <6 = n>

Parae = 0.05y 6 = 0.01 (99% de confianza), n = 1060, como calculamos antes.

Conviene reconocer la deuda histérica aqui: la primera versiéon de la ley de los
grandes numeros fue demostrada por Jacob Bernoulli en su Ars Conjectandi (1713).
Bernoulli no formulé un limite abstracto; calculé explicitamente el nimero finito de
ensayos necesarios para garantizar que la frecuencia observada estuviera dentro de
un error de 1/50 con una probabilidad de fallo menor a 1/1000. Su respuesta fue n =
25,579 extracciones. Bernoulli entendi6 la probabilidad como lo que siempre debid
ser: un protocolo de medicion con escala explicita. La sustitucién de este calculo
constructivo por el limite abstracto lim,_.f, fue una concesion analitica que
oscureci6 la naturaleza intrinsecamente finita de la inferencia experimental.

5. El bayesianismo operativo: grados de creencia como
generadores previos

La probabilidad clasica y frecuentista tratan la probabilidad como una propiedad
objetiva de los eventos. Pero existe otra tradicion, iniciada por Thomas Bayes (1763) y
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desarrollada por Bruno de Finetti (1937) y Leonard Savage (1954), que interpreta la
probabilidad como un grado de creencia subjetivo.

Bajo el bayesianismo, la probabilidad P(H) no es una frecuencia limite, sino una
medida de cuan fuertemente el agente cree en la hipdtesis H. El teorema de Bayes
permite actualizar estas creencias cuando llega nueva evidencia:

P(D|H)P(H)

P(HID) = = o

donde: - P(H) es la probabilidad a priori (creencia inicial en H) - P(D|H) es la
verosimilitud (probabilidad de observar D si H es cierta) - P(H|D) es la probabilidad a
posteriori (creencia actualizada en H tras observar D) - P(D) es la probabilidad
marginal de los datos

El bayesianismo ha sido criticado por su “subjetivismo”: si la probabilidad es un grado
de creencia, ;no es simplemente opinién? Bajo nuestra ontologia operativa, el
bayesianismo es legitimo si se interpreta correctamente.

El prior P(H) no es una creencia subjetiva mistica. Es el generador previo G,,,:
una distribucién de probabilidad inicial que el agente adopta como punto de partida,
basada en conocimiento previo, simetrias fisicas o principios de maxima entropia. No
es un capricho arbitrario; es una hipdtesis de trabajo formal que codifica lo que el
agente sabe antes de observar los datos.

La actualizacion bayesiana es un algoritmo de compresion. El teorema de Bayes
es el procedimiento dptimo que minimiza la divergencia de Kullback-Leibler entre el
prior y los datos finitos k. La divergencia de Kullback-Leibler mide la “sorpresa” o el
coste computacional de actualizar un modelo previo cuando llegan datos que lo
contradicen. El teorema de Bayes ajusta el generador interno del agente para que sus
predicciones se alineen con la nueva evidencia, gastando la minima energia
informacional posible en la reescritura. Es equivalente a encontrar el generador G que
mejor explica los datos con la menor complejidad de Kolmogorov.

El teorema de representacion de de Finetti (1937). El matematico italiano Bruno
de Finetti demostré un resultado que es el puente riguroso entre frecuentismo y
bayesianismo. Su teorema de representacion establece que si un agente considera que
una secuencia finita de eventos es intercambiable (el orden de los ensayos no altera
su juicio de incertidumbre), entonces el calculo predictivo se comporta formalmente
como si existiera un parametro objetivo 8 y una distribucion a priori sobre él. En otras
palabras, la “creencia subjetiva intercambiable” es matematicamente equivalente a
asumir un generador i.i.d. G(8) con una distribucion a priori m(8) sobre su parametro.
Esto valida directamente nuestra ontologia: el prior es la distribucion sobre
generadores posibles, no un alma mistica.

Garantia finita bayesiana: PAC-Bayes (McAllester, 1999). Para cerrar la simetria
con Hoeffding, necesitamos una garantia finita para el bayesianismo. El teorema PAC-
Bayes proporciona exactamente eso: para cualquier prior m, con probabilidad al
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menos 1 — § sobre n datos, el riesgo esperado de la posterior p estd acotado por su
riesgo empirico mas un término de complejidad:

KL(p Il ) + In(2vn/6)
2n

Riesgo(p) < Riesgo(p) +

donde KL(p Il ™) es la divergencia de Kullback-Leibler entre la posterior y el prior.
Esta es la garantia finita bayesiana: G,,., = , kK = n, p = cota de riesgo. Simétrica a la

garantia frecuentista de Hoeffding.

El principio de maxima entropia (Jaynes, 1957). Edwin T. Jaynes demostré que la
eleccion del prior no es un capricho: el principio de maxima entropia asigna la
distribucién que maximiza la entropia de Shannon compatible con las restricciones
iniciales. Esto equivale a no inventar informacién espuria. El prior es, por tanto, una
eleccion algoritmica basada en la informacién disponible, no una creencia subjetiva
arbitraria.

El bayesianismo y el frecuentismo no son enemigos. Son herramientas
complementarias para gestionar la ignorancia bajo recursos finitos. El frecuentismo
proporciona garantias de cobertura (“si repito el experimento muchas veces, el 95%
de los intervalos contendran el valor verdadero”). El bayesianismo proporciona
actualizacion de creencias (“dado lo que creo y lo que observo, ahora creo esto otro”).

Bajo nuestra ontologia, ambos son legitimos siempre que no reifiquen sus
distribuciones limite ni sus espacios de probabilidad.

6. Analogia estructural: la probabilidad como medicion con error

La analogia mas profunda para la probabilidad finita es la medicion de magnitudes
fisicas con error.

Cuando un fisico mide la longitud de una mesa con una regla, no obtiene un valor
exacto L. Obtiene un valor con error: L £+ 6L, donde 8L es el error de medicién que
depende de la precisiéon del instrumento. El fisico no dice “la longitud verdadera de la
mesa es el limite de mis mediciones cuando el numero de mediciones tiende a
infinito”. El fisico dice: “dado mi instrumento con precision &L, la longitud esta en el
intervalo [L — 6L, L + SL] con alta confianza”.

Del mismo modo, cuando un agente mide la probabilidad de un evento con n ensayos,
no obtiene un valor exacto P. Obtiene una frecuencia relativa con error estadistico:
fo * 6f,, donde &f, ~ 1/+/n es el error estadistico que depende del ntimero de
ensayos. El agente no dice “la probabilidad verdadera es el limite de mis frecuencias
cuando n — oo”. El agente dice: “dado mi presupuesto de n ensayos, la probabilidad
esta en el intervalo [f,, — €, f,, + €] con confianza 1 — §”.

La probabilidad no es una propiedad intrinseca de los eventos. Es una medicion con
error estadistico, sujeta a las mismas limitaciones que cualquier otra medicion fisica:
recursos finitos, precision finita, garantias finitas.
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7. La probabilidad como magnitud relacional

En el Capitulo 19, demostramos que la entropia no es una sustancia ni una ilusién
subjetiva, sino una magnitud relacional: cuantifica la informaciéon que falta para
especificar el microestado exacto, dado un acoplamiento fisico con precision p.

La probabilidad tiene el mismo estatuto ontoldégico. No es una propiedad intrinseca de
los eventos, ni es una mera opinidn subjetiva. Es una magnitud relacional: cuantifica
la frecuencia esperada de un evento, dado un generador G,,,, y una escala k de

ensayos.

Dos agentes con el mismo generador G, y la misma escala k obtendran frecuencias
relativas similares (dentro del error estadistico). La probabilidad es objetiva en el
sentido de que es reproducible bajo las mismas condiciones experimentales. Pero no
es una propiedad intrinseca de los objetos; es una propiedad de la interaccion entre
el generador y el agente que lo ejecuta.

8. Las tres interpretaciones de la probabilidad: una sintesis
operativa

La historia de la probabilidad ha producido tres interpretaciones principales:
frecuentista, bayesiana y clasica. Bajo nuestra ontologia, las tres son legitimas si se
interpretan operativamente:

Interpretacion frecuentista (von Mises, Fisher): La probabilidad es la frecuencia
relativa en ensayos repetidos. Legitima si se entiende como frecuencia finita con
garantia de error (Hoeffding), no como limite n — co.

Interpretacion bayesiana (Bayes, de Finetti, Savage): La probabilidad es un grado
de creencia que se actualiza con la evidencia. Legitima si se entiende como generador
previo G,,e, que se actualiza mediante compresion de datos finitos, no como creencia
subjetiva mistica. El teorema de representacion de de Finetti muestra que la
intercambiabilidad es equivalente a asumir un generador i.i.d. con prior, validando
esta interpretacion.

Interpretacion clasica (Laplace): La probabilidad es el cociente entre casos
favorables y casos posibles, asumiendo equiprobabilidad. Legitima si se entiende
como hipotesis de simetria que debe verificarse empiricamente, no como propiedad
intrinseca de los objetos.

Las tres interpretaciones son herramientas para gestionar la ignorancia bajo recursos
finitos. Ninguna es “la verdadera”. Todas son legitimas en su dominio de aplicacién.

Sintesis dialéctica: Las tres interpretaciones son, en realidad, tres fases de un
mismo ciclo operativo: 1. El agente postula una hipdtesis de simetria (Laplace) para
inicializar su generador Gy, 2. Ejecuta ensayos finitos con recursos k (frecuentismo
empirico). 3. Actualiza el generador mediante compresién para minimizar el error p
(bayesianismo).
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Esta sintesis demuestra que nuestra ontologia no destruye las escuelas estadisticas,
sino que las ordena jerarquicamente dentro de la gramatica del agente finito.

La sintesis matematica madura: probabilidad tedrica del juego (Shafer y Vovk,
2001/2019). Existe una formalizacion matematica rigurosa que encarna la ontologia
(G, k,p): la probabilidad tedrica del juego de Glenn Shafer y Vladimir Vovk. En este
marco: - No hay espacio de probabilidad 2, ni medida P, ni limite n — c. - Hay un
escéptico con capital inicial k que apuesta contra la realidad (el generador Gy;.p). -
La “probabilidad” de un evento es el precio de un ticket que paga 1 si ocurre. - Los
teoremas clasicos (ley de los grandes numeros, teorema central del limite, ley del
logaritmo iterado) se demuestran como estrategias de apuesta que garantizan que
el escéptico no se enriquece para todo n finito.

Esta es la probabilidad como contabilidad de capital finito: la gramatica operativa por
excelencia. La terna (G, k,p) encuentra en la probabilidad tedrica del juego su
realizacibn matematica mas madura: G es el protocolo de apuestas, k es el capital
inicial, y p es el precio del ticket.

9. Conclusion: la gramatica de la probabilidad finita

Hemos sometido la probabilidad al escrutinio forense de la terna (G, k,p). Hemos
demostrado que la probabilidad no es un limite asintdtico, ni una propiedad
intrinseca, ni una medida sobre un espacio abstracto. Es una frecuencia relativa
finita con una garantia de error que depende del niumero de ensayos.

Para cerrar, observemos como esta ontologia transforma la gramatica probabilistica:

Gramatica Reificadora Gramatica Operativa (Probabilidad Finita /
(Probabilidad Clasica) (G, k,p))

Magnitud relacional: “La probabilidad es la
frecuencia esperada dado el generador G, y la

escala k”.

Sustantivo: “La probabilidad P es
una propiedad del evento”.

Garantia finita: “P(|f, — 6| > €) < 2e~2"¢" para

Limite: “P = lim, o, f,”. todo n finito”

Objeto: “El espacio de

probabilidad 2 es un conjunto Generador: “G,,,, €s un proceso que produce

ensayos y que no puedo ejecutar infinitamente”.

completado”.
Equiprobabilidad: “Todos los Hipotesis de simetria: “Asumo
resultados son igualmente equiprobabilidad como hipdtesis que debo
posibles”. verificar empiricamente”.
Bayesianismo: “La probabilidad Generador previo: “El prior P(H) es el
es un grado de creencia generador Gyy¢, que utilizo para comprimir
subjetivo”. informacion antes de observar datos”.
Convergencia: “La frecuencia Aproximacion finita: “Para n suficientemente
tiende a la probabilidad”. grande, la frecuencia esta dentro de € con
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confianzal — §".

La probabilidad no es la ciencia de los limites infinitos. Es la ciencia de los agentes
finitos que deben tomar decisiones bajo incertidumbre, con recursos limitados,
declarando explicitamente cudnto error toleran. Es la contabilidad general de la
incertidumbre finita.

Pero si la probabilidad es la contabilidad de la incertidumbre bajo recursos finitos,
¢qué ocurre con las reglas mismas del razonamiento? ;Es la logica clasica, con su
bivalencia estricta y su tercero excluido, una ley eterna del pensamiento, o es también
una idealizacién que asume agentes con capacidad computacional infinita? En el
proximo capitulo, someteremos la 16gica proposicional al mismo escrutinio forense.
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Capitulo 25: La ldgica como lenguaje del agente finito

1. El experimento fundacional: el agente que debe decidir antes
de que se agote el tiempo

Un ingeniero de control de vuelo recibe una alarma: el sensor de presion de la cabina
reporta un valor andémalo. Tiene treinta segundos para decidir si inicia el protocolo de
emergencia o si ignora la alarma como un falso positivo. Si inicia el protocolo y la
alarma era falsa, el coste es una maniobra innecesaria que consume combustible y
tiempo. Si ignora la alarma y la presion realmente estd cayendo, el coste es la vida de
trescientos pasajeros.

El ingeniero no tiene tiempo para verificar todas las hipdtesis posibles. No puede
desmontar el sensor, calibrarlo, medir la presién con un instrumento independiente,
consultar los registros de mantenimiento, y luego decidir. Tiene treinta segundos.
Debe razonar con recursos limitados: un ndmero finito de premisas, un nimero finito
de inferencias, un margen de error declarado.

La logica proposicional clasica le ofrece un marco: si P entonces Q; P; por tanto Q.
Modus ponens. Silogismo perfecto. Verdad eterna.

Pero formulemos la pregunta forense que la légica clasica nunca formula:
:Cuanto cuesta verificar P?

;Cuantos segundos necesita el ingeniero para confirmar que el sensor realmente
reporta una anomalia? ;Cuanta energia consume esa verificacion? ;Qué ocurre si la
verificacion de P requiere mas tiempo del que el ingeniero tiene disponible? ;Qué
ocurre si P es una proposicion cuya verificacion es computacionalmente intratable?

La légica clasica responde: “La verdad de P es independiente del tiempo que tome
verificarla.” Pero bajo el Principio de Terminacion Ontoldgica, esa respuesta es
inaceptable: si la verificacion de P requiere mas recursos de los que el agente dispone,
entonces P no es verificable para ese agente, y el agente debe tomar una decision bajo
incertidumbre, no bajo certeza légica.

Conviene precisar, sin embargo, que el problema del ingeniero no es solo légico; es, en
primer lugar, un problema de inferencia estadistica sobre la fiabilidad del sensor
(Capitulos 22 y 23). La premisa P —“el sensor reporta una anomalia”— no es una
proposicion cuya verdad esté garantizada por un axioma; es el resultado de una
medicién con error. Antes de que el modus ponens pueda operar, el agente debe
estimar la confianza que merece P, y esa estimacién es probabilistica. Una vez
aceptada P con cierta confianza, la 16gica proposicional entra en juego: dadas P y la
regla “si P entonces Q”, la conclusidon @ se sigue con certeza deductiva. El coste de
verificacion esta en la premisa, no en la regla.

En este capitulo, someteremos la 16gica proposicional al escrutinio de la terna (G, k, p).
Demostraremos que la l6gica no es un oraculo de verdades eternas suspendidas en un
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cielo platénico de proposiciones completadas. La légica es una herramienta de
agentes finitos que deben tomar decisiones bajo recursos limitados, declarando
explicitamente sus margenes de error y sus costes de verificacion.

2. La deconstruccion de la ilusidn clasica: la l6gica como espejo de
un mundo completado

La légica proposicional clasica, tal como fue formalizada por Frege (1879) y Russell
(1910-1913), descansa sobre tres pilares que presuponen el infinito actual o la
completitud de un mundo abstracto:

Pilar 1: La bivalencia. Toda proposicion es verdadera o falsa, sin término medio. No
hay proposiciones “indecisas” o “pendientes de verificaciéon”. Esta presuposicion
implica que el mundo estd completamente determinado: para toda proposicién P, el
mundo ya ha decidido si P es verdadera o falsa, independientemente de que algin
agente pueda verificarlo.

Conviene distinguir aqui dos niveles que la logica cladsica mantiene cuidadosamente
separados: el nivel semantico (la bivalencia como compromiso sobre lo que existe) y
el nivel epistémico (cuanto cuesta averiguar cual de los dos valores es el caso). La
bivalencia no dice nada sobre el coste de verificacion; es una propiedad de la relacién
entre proposiciones y estados de cosas. El error filoséfico, desde la perspectiva
operativa, es confundir estos dos niveles: asumir que, porque la semantica determina
la bivalencia, el agente tiene acceso gratuito a esa determinacion.

Pilar 2: El tercero excluido (P vV —P). Para toda proposicién P, o P es verdadera o
—P es verdadera. No hay tercera opcion. Este principio es una consecuencia de la
bivalencia, pero tiene consecuencias operativas profundas: permite demostrar
proposiciones por contradiccién (asumir —P, derivar una contradiccion, concluir P)
sin haber construido efectivamente una prueba de P.

La critica constructivista (Brouwer, Heyting) no se basa en que verificar P V =P
“cueste recursos infinitos”, como a veces se simplifica. Se basa en que, para dominios
infinitos, afirmar P V =P presupone que existe un método en principio para decidir
cudl disyunto se sostiene, y en muchos casos tal método no estd garantizado ni
siquiera en el limite ideal de recursos infinitos. No es un problema de escasez de
tiempo o energia; es un problema de que no existe, ni en principio, un procedimiento
que decida. La critica de complejidad computacional (Cook, 1971) es distinta: se
refiere al tiempo que toma ejecutar un algoritmo que si existe. Ambas criticas son
legitimas, pero no deben confundirse.

Pilar 3: La completitud semantica. Emil Post (1921) demostré la completitud
semantica del calculo proposicional clasico: toda féormula proposicional l6gicamente
valida es demostrable dentro del sistema. Kurt Godel (1929) extendid este resultado a
la légica de primer orden: toda férmula légicamente valida es demostrable en el
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calculo de predicados. Esta completitud es un triunfo de la légica formal: el sistema
formal no deja escapar ninguna verdad légica.

Sin embargo, esta completitud es puramente estatica. Ignora la escala de recursos (k):
que una proposicion sea demostrable en abstracto no garantiza que un agente finito
pueda derivarla antes de que se agote su tiempo o su energia. La completitud de Posty
Godel dice qué puede demostrarse; no dice a qué coste.

Debemos ser cuidadosos con el alcance de estos resultados. La légica proposicional es
decidible: existe un algoritmo (tablas de verdad) que determina si una férmula es
valida o satisfacible en tiempo finito. La légica de primer orden es semidecidible:
existe un algoritmo que enumera todas las verdades légicas, pero no hay algoritmo
que determine en general si una foérmula arbitraria es valida. El teorema de
incompletitud de Godel (1931) se aplica a sistemas formales que contienen la
aritmética de Peano, no a la légica proposicional pura. Conviene no mezclar estos
niveles: la lé6gica proposicional no es incompleta; es decidible.

3. Definicidon operativa: la I6gica bajo la terna (G, k, p)

Reconstruyamos la l6gica desde cero, sobre los cimientos de la ontologia operativa.

El Generador (G,g4): El protocolo de inferencia. Puede ser un sistema de prueba
(secuentes, resolucién, deduccién natural), un silogismo, una regla de inferencia
(modus ponens, modus tollens), o un algoritmo de busqueda de pruebas (DPLL, CDCL,
WalkSAT). Lo crucial es que G;,4 es un proceso que el agente puede ejecutar paso a

paso, pero no infinitamente.
Conviene distinguir dos especies de generador légico:

e Ggeq: El sistema de prueba deductivo, que es sound (todas las pruebas producidas
son validas) y complete (toda formula valida tiene una prueba). En G 4.4, la validez
de una inferencia es exacta: si las premisas son verdaderas, la conclusién es
verdadera con certeza deductiva.

¢ Gseqrent El algoritmo de busqueda de pruebas. Aqui la incertidumbre puede
entrar: un solver SAT puede encontrar una asignacidn satisfactoria o declarar que
no existe; un solver estocastico puede declarar “no encontrada” con una
probabilidad de error. La precisién p se aplica a Ggegrcn, N0 a Ggog-

La Escala (k): El numero de inferencias que el agente puede ejecutar, limitado por
recursos finitos: tiempo, memoria, energia. k es un vector de recursos:

k = (ksteps' kmemory' ktime' kenergy)

Donde kg;eps €s el nimero de pasos de inferencia, Kyemory €S la memoria de trabajo
disponible, ki, es el tiempo de reloj asignado, y kepergy €s el presupuesto
energético. En SAT, kpemory (clausulas aprendidas) es tan critico como kgieps.
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La Precision (p): El margen de error que el agente declara como tolerable. Aqui
debemos ser precisos. En la deduccion valida (G,.,4), 1a precision es p = 0: si las
premisas son verdaderas y la regla es valida, la conclusion es verdadera con certeza.
La incertidumbre no esta en la regla de inferencia, sino en las premisas.

La precisién p se descompone en:

p= (ppremise' Psearch» phardware)

Donde: - ppremise: 1a incertidumbre de las premisas (error sensorial, fiabilidad del
instrumento). - Pgearcn: 1a incertidumbre del algoritmo de buisqueda (probabilidad de
que el solver declare “no encontrada” cuando existe una prueba). - Praraware: 1a tasa
de fallo fisico (errores de cémputo, rayos c6smicos).

La deduccion valida (Gg4.4) tiene pg.q = 0; la busqueda de prueba (Ggpurcn) tiene p >
0 cuando el algoritmo es incompleto o estocastico.

Bajo esta terna, una inferencia légica se define asi:

Una inferencia légica es la ejecucién de un generador G,,, con una escala k finita, que produce una
conclusién con una precisién p declarada. La conclusion no es una “verdad eterna”; es un estado
instrumentado que es verificable dentro del margen de error declarado.

La légica, bajo esta definiciéon, no es un oraculo de verdades eternas. Es una
herramienta de agentes finitos que deben tomar decisiones bajo recursos limitados,
declarando explicitamente sus margenes de error y sus costes de verificacion.

4. La demostracion constructiva: el coste de \verificar
proposiciones

4.1. La complejidad computacional de la légica proposicional

En 1971, Stephen Cook demostré un teorema que transformé la légica proposicional
de una disciplina filosé6fica en una disciplina computacional: el problema de
satisfacibilidad booleana (SAT) es NP-completo. Leonid Levin llego
independientemente al mismo resultado en la URSS, publicado en 1973; por eso el
resultado se conoce como teorema de Cook-Levin.

;Qué significa esto? SAT es el problema de determinar si existe una asignaciéon de
valores de verdad a un conjunto de variables proposicionales tal que una férmula
booleana dada sea verdadera. Cook demostr6 que SAT es NP-completo: cualquier
problema en NP puede reducirse a SAT en tiempo polinémico.

Conviene matizar qué es lo dificil aqui. La NP-completitud de SAT no significa que
verificar una asignacion dada sea dificil; verificar si una asignacion satisface una
férmula es polinomial. Lo dificil es encontrar esa asignacién en el peor caso: el agente
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debe explorar un espacio de 2" asignaciones posibles. El coste esta en la busqueda, no
en la verificacion.

Para el agente finito, esto tiene consecuencias operativas directas. Una férmula con
100 variables proposicionales tiene 21°° ~ 103° asignaciones posibles. Verificar todas
las asignaciones requeriria mas tiempo que la edad del universo. El agente no puede
verificar todas las proposiciones posibles; solo puede verificar un subconjunto finito,
limitado por sus recursos.

Pero la logica proposicional es decidible: existe un algoritmo (tablas de verdad) que
decide si una férmula es valida o satisfacible en tiempo finito. El problema no es la
decidibilidad; es la intratabilidad. La l6gica proposicional es decidible en principio,
pero intratable en la practica para formulas grandes.

4.2. El coste de Landauer de la inferencia

En el Capitulo 19, demostramos que toda medicion tiene un coste de Landauer: borrar
informacioén disipa calor. La inferencia légica tiene un coste similar, pero debemos ser
precisos sobre dénde aparece ese coste.

La deduccion pura (modus ponens, resolucion) es reversible: conserva la
informacién de las premisas. Charles Bennett (1973) demostr6é que la computacion
reversible puede, en principio, realizarse sin disipacidon de energia. La aplicacién de
una regla de inferencia no borra informacién; la transforma.

El coste termodinamico aparece en tres puntos irreversibles:

e La adquisicion de premisas: Cuando el ingeniero lee el sensor, el acto de
medicion es irreversible y disipa calor (Capitulo 22).

e Labusqueda de pruebas: Cuando un solver SAT explora el arbol de busqueda y
poda ramas que no conducen a soluciéon, borra informacién sobre esas ramas.
Cada poda es un borrado de bits, con su coste de Landauer.

e El borrado de memoria: Cuando el agente termina una inferencia y reinicia sus
registros para la siguiente, borra la traza computacional intermedia, disipando
calor.

La logica operativa es termodinamica de la busqueda, no de la deduccion. El motor de
inferencia quema energia para encontrar la prueba, no para aplicar las reglas. El coste
de Landauer de la inferencia es el coste de compactar la memoria tras la busqueda:
extraer la conclusién y desechar el resto.

4.3. El teorema de incompletitud de Godel como limite de la légica de
primer orden

En 1931, Kurt Godel demostré que cualquier sistema formal consistente y
suficientemente expresivo (capaz de expresar la aritmética de Peano) contiene
proposiciones que son verdaderas pero no demostrables dentro del sistema.
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Conviene precisar el alcance de este resultado. El teorema de Godel no se aplica a la
légica proposicional pura, que es decidible. Se aplica a sistemas formales que
contienen la aritmética de Peano, como la légica de primer orden con axiomas
aritméticos. La l6gica proposicional no es incompleta; es decidible.

Dicho esto, el teorema de Godel tiene consecuencias profundas para la légica
operativa. Significa que hay proposiciones aritméticas cuya verdad no puede ser
verificada dentro de ningun sistema formal recursivo fijo. El agente no puede verificar
todas las proposiciones verdaderas; solo puede verificar un subconjunto finito,
limitado por la expresividad del sistema formal que utiliza.

Bajo nuestra ontologia, el teorema de Godel ilustra una limitacién estructural que
refuerza el PTO: no existe un generador finito de pruebas que pueda certificar todas
las verdades de un sistema suficientemente expresivo. El agente debe aceptar que su
horizonte de verificacion logica es intrinsecamente abierto. Pero esta limitacion es de
naturaleza légico-estructural, no computacional: una prueba infinitamente larga no
resolveria la incompletitud. El problema es que la nociéon de “verdad aritmética”
trasciende cualquier conjunto recursivo de reglas de prueba.

5. El tercero excluido como idealizacion: la critica constructivista

5.1. La critica de Brouwer y Heyting

En 1907, L.E.J. Brouwer fund¢ el intuicionismo matematico, una escuela que rechaza
el tercero excluido como principio universal. Brouwer argumenté que el tercero
excluido (PV —P) presupone que toda proposicion estda ya decidida,
independientemente de que algiin agente pueda verificarla. Pero bajo el Axioma de
No-Reificacion, esa presuposicion es inaceptable: si ningun agente puede verificar P ni
—P con recursos finitos, entonces P V =P no es verificable.

Conviene precisar la naturaleza de esta critica. Brouwer no argumentaba que verificar
P vV =P “cueste recursos infinitos”. Argumentaba que, para dominios infinitos (como
los numeros naturales), afirmar P V =P presupone que existe un método en principio
para decidir cudl disyunto se sostiene, y en muchos casos tal método no esta
garantizado. La critica intuicionista es constructiva: una proposicién es verdadera solo
si existe una prueba constructiva de ella, no solo una refutaciéon de su negacion.

Arend Heyting (1930) formalizé la l6gica intuicionista como un sistema formal que
rechaza el tercero excluido. En la l6gica intuicionista, una proposicion P es verdadera
solo si existe una prueba constructiva de P. No basta con demostrar que =P conduce a
una contradiccion; hay que construir efectivamente una prueba de P.

Bajo nuestra ontologia, la logica intuicionista es mas coherente con el PTO que la
l6gica clasica: exige que toda proposiciéon verdadera tenga una prueba constructiva, es
decir, un generador G que termine en un namero finito de pasos.
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5.2. Curry-Howard: proposiciones como especificaciones, pruebas como
programas

La correspondencia de Curry-Howard, desarrollada a lo largo de décadas por Haskell
Curry (1934, 1958) y William Howard (1969, publicado en 1980), con contribuciones
de de Bruijn (1968) y Per Martin-Lo6f (1972, 1984), establece una correspondencia
profunda entre la légica y la computacidn:

16. Una proposicion logica es una especificacion: una descripcién de lo que contaria
como evidencia de su verdad.

17. Una prueba de una proposicién es un procedimiento finito que produce esa
evidencia.

18. La simplificacion de una prueba es la ejecucioén de un procedimiento.

Bajo esta correspondencia, la légica no es un oraculo de verdades eternas; es un
lenguaje de especificaciones ejecutables. Una proposicion es verdadera si existe un
procedimiento que la demuestra. La prueba no es una verdad abstracta; es un
programa ejecutable que termina en un nimero finito de pasos.

Conviene reformular esto sin recurrir a la jerga de teoria de tipos, para mantener el
estandar de la obra:

Una proposicidn se identifica con la especificacién de lo que contaria como evidencia de su verdad. Una
prueba es el procedimiento finito que produce esa evidencia. La ejecucion de ese procedimiento es la
simplificacion de la prueba. Una proposicidn es verdadera si existe un procedimiento que termina y produce
evidencia de su verdad.

Bajo nuestra ontologia, Curry-Howard es la formalizacion perfecta de la logica
operativa: una proposicion es una especificacion (un generador (), una prueba es un
procedimiento (una ejecucién con escala k), y la verdad es la terminacién del
procedimiento (un estado instrumentado con precision p).

5.3. El teorema de eliminacion de cortes de Gentzen como PTO légico

En 1934, Gerhard Gentzen demostrd un teorema que es el correlato logico exacto del
Principio de Terminacién Ontolégica: el teorema de eliminaciéon de cortes
(Hauptsatz).

En un sistema légico bien fundado, cualquier demostraciéon que use lemas intermedios
(“cortes”) puede transformarse mediante un algoritmo finito en una prueba libre de
cortes (cut-free proof), donde cada paso intermedio es una subférmula de la
conclusion. La eliminacion de cortes es la demostracion matematica de que la
deduccion es un proceso de terminacion ontoldgica. Una prueba con cortes es una
promesa computacional; la prueba normalizada sin cortes es el estado instrumentado
final.

Bajo nuestra ontologia, el teorema de Gentzen es la garantia formal de que toda
deduccién legitima puede normalizarse a una forma candnica en un niumero finito de
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pasos. Es el PTO aplicado a las pruebas: toda prueba debe poder reducirse a una
forma normal que termina y entrega un estado verificable.

5.4. La ldgica lineal de Girard como fisica del razonamiento

En 1987, Jean-Yves Girard formulé la logica lineal: una légica donde las
proposiciones se comportan como recursos fisicos o cuantos de energia que se
consumen al ser utilizados. En la légica clasica, las premisas son infinitas y gratuitas: si
tengo P, puedo usar P un millén de veces (P + P A P). En la légica lineal, usar P una
vez lo consume; no puedo usarlo de nuevo sin pagar un coste.

La logica lineal es la demostracién formal de que la deduccion esta sujeta a leyes de
conservacion: razonar no es contemplar verdades infinitas, sino transformar recursos
informacionales finitos respetando los limites de Landauer. Es la fisica del
razonamiento.

6. La légica como protocolo de verificacion distribuida

6.1. La conexion con el Capitulo 22: la ciencia como institucion

En el Capitulo 22, demostramos que la ciencia es una instituciéon de agentes finitos que
verifican mutuamente sus mediciones mediante protocolos de reproducibilidad
distribuida. La légica es el lenguaje de esa verificacién distribuida.

Cuando un cientifico publica un resultado, esta declarando: “Dadas estas premisas
Py, P,, ..., Py, y estas reglas de inferencia G, 4, la conclusion Q se sigue con precision p.”
Otros cientificos verifican la inferencia ejecutando el mismo protocolo con sus propios
recursos.

La revision por pares es un protocolo de verificacidon distribuida: multiples agentes
verifican la misma inferencia con recursos independientes, y el consenso se alcanza
cuando suficientes agentes verifican la inferencia con margenes de error compatibles.

Conviene distinguir aqui dos modos de verificacidn:

e Verificacion de certificado de prueba: El agente verifica una traza de prueba
Ggeq €n tiempo lineal (polinomial). Es el modo estdndar en matematicas: un
revisor verifica que cada paso de la prueba es correcto, sin reejecutar la busqueda
de la prueba.

* Re-ejecucion del solver: El agente reejecuta el algoritmo de busqueda Ggenrch,
costoso y con posible incertidumbre. Es el modo de la verificacion experimental.
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6.2. La légica como protocolo de consenso finito

La légica no es un oraculo de verdades eternas; es un protocolo de consenso finito. Un
conjunto de agentes alcanza consenso sobre una proposicion P cuando suficientes
agentes verifican P con margenes de error compatibles.

El consenso no es una verdad absoluta; es una convergencia finita de protocolos de
verificacion independientes. El consenso puede ser revocado si un agente encuentra
un error en la inferencia o si nuevos datos contradicen las premisas.

El consenso logico es objetivo porque se basa en la verificacion determinista
independiente del testigo de prueba: cualquier agente con recursos suficientes
puede verificar que una prueba es valida. La validez deductiva no admite grados; o la
prueba es valida o no lo es. La incertidumbre esta en las premisas y en la busqueda, no
en la verificaciéon de una prueba ya encontrada.

Bajo nuestra ontologia, la l6gica es la contabilidad de la finitud cognitiva aplicada a la
practica colectiva del razonamiento.

7. Analogia estructural: la légica como motor de Carnot del
razonamiento

La analogia mas profunda para la légica finita es el motor de Carnot del
razonamiento.

Un motor de Carnot toma calor de una fuente caliente, lo convierte parcialmente en
trabajo util, y expulsa el residuo a una fuente fria. La eficiencia del motor esta limitada
por la diferencia de temperatura entre las fuentes.

Del mismo modo, la l6gica toma “calor” (incertidumbre, ignorancia, datos crudos), lo
convierte parcialmente en “trabajo util” (conclusiones verificables, predicciones,
decisiones), y expulsa el “residuo” (proposiciones no verificables, incertidumbre
residual) al entorno.

La eficiencia de la légica esta limitada por la diferencia entre la incertidumbre inicial y
la precision declarada p. El agente no puede eliminar toda la incertidumbre; solo
puede reducirla hasta el margen declarado.

El tercero excluido es la idealizacion de un motor de Carnot perfecto: un motor que
convierte todo el calor en trabajo util, sin residuo. Bajo el PTO, esa idealizacién es
inaceptable: todo motor de Carnot tiene un residuo, y toda inferencia logica tiene un
margen de error.

Aclaramos que la analogia del motor de Carnot es estructural, no formal. Un motor de
Carnot es un sistema fisico cerrado; la légica es un sistema abierto. La analogia
funciona como metafora de la conversion de incertidumbre en certeza con residuo,
pero no debe leerse como un isomorfismo matematico.
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8. Las tres patologias de la ldgica: el Cristal, el Gas y el Motor

Las tres patologias de la l6gica (Cristal, Gas, Motor) son isomorfas a las tres patologias
de la pedagogia (Capitulo 26) y de la politica (Capitulo 27). En todos los casos, el
optimo es el motor de Carnot: convertir incertidumbre en conclusiones verificables,
con un residuo declarado.

Lalégica, como la pedagogia y la politica, tiene sus patologias extremas:

La patologia del Cristal (dogmatismo l6gico): El agente asigna precision infinita
(p = 0) a sus premisas y se niega a actualizarlas ante evidencia contraria. El sistema
légico se convierte en un cristal: ordenado, predecible, pero fragil ante cualquier
perturbacidn. Es la 16gica del fanatico que no acepta evidencia contraria.

La patologia del Gas (relativismo l6gico): El agente no acepta ninguna premisa
como verificable. Toda proposicién es igualmente incierta. No hay inferencia posible
porque no hay premisas verificables. Es la ldgica del escéptico radical que no puede
tomar ninguna decision.

El optimo (motor de Carnot del razonamiento): El agente acepta premisas con
precision finita p > 0, ejecuta inferencias con escala k finita, y declara explicitamente
sus margenes de error. El sistema loégico es un motor de Carnot: convierte
incertidumbre en conclusiones verificables, con un residuo declarado.

Bajo nuestra ontologia, la l6gica saludable no es ni el Cristal ni el Gas. Es un motor de
Carnot del razonamiento: un sistema abierto que convierte incertidumbre en
conclusiones verificables, con un residuo declarado.

Es necesario aclarar que ni el Cristal (entropia minima) ni el Gas (entropia maxima)
son buenos o malos por su nivel de entropia, sino por su nivel de complejidad efectiva.
La entropia por si sola no es la variable moralmente relevante.

9. Conclusion: la gramatica de la logica finita

Hemos sometido la légica proposicional al escrutinio forense de la terna (G, k, p).
Hemos demostrado que la légica no es un oraculo de verdades eternas, sino una
herramienta de agentes finitos que deben tomar decisiones bajo recursos limitados.

Conviene reconocer explicitamente el estado del arte que esta reconstruccion integra.
La complejidad de prueba (Proof Complexity, Cook-Reckhow 1979), la aritmética
acotada (Bounded Arithmetic, Parikh 1971, Buss 1986), el teorema PCP (Arora et
al. 1998), la computacion reversible (Bennett 1973), y la teoria de tipos constructiva
(Martin-Lof 1984) son los cimientos técnicos que formalizan exactamente esta
intuicion. Nuestra aportacién no es inventar la légica finita, sino imponer la disciplina
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unificada (G, k, p) y el ANR como lentes que revelan la estructura comun: la légica es
la contabilidad de la finitud computacional y termodindmica del razonamiento.

Para cerrar, observemos como esta ontologia transforma la gramatica con la que

describimos la logica:

Gramatica Reificadora
(Légica Clasica)

Gramatica Operativa (Ldgica Finita / (G, k, p))

Sustantivo: “La
proposiciéon P es verdadera
o falsa”.

Inferencia: “La proposicion P es verificable con escala
k y precision p”.

Objeto: “El tercero excluido
es una ley eterna”.

Idealizacion: “El tercero excluido presupone la
existencia de un procedimiento de decisiéon que no
siempre existe”.

Verdad: “La verdad es
independiente del agente”.

Verificacion: “La verdad es el resultado de un
protocolo de verificacion con recursos finitos”.

Prueba: “La prueba es una
verdad abstracta”.

Programa: “La prueba es un procedimiento ejecutable
que termina en un namero finito de pasos (Curry-
Howard, Gentzen)”.

Consenso: “El consenso es
una verdad absoluta”.

Convergencia: “El consenso es la convergencia finita de
protocolos de verificacion independientes”.

Coste: “Razonar es
gratuito”.

Termodinamica: “Razonar tiene un coste de Landauer
proporcional a la busqueda y al borrado de memoria”.

La logica no es la ciencia de las verdades eternas. Es la ciencia de los agentes finitos
que deben tomar decisiones bajo recursos limitados, declarando explicitamente sus
margenes de error y sus costes de verificacion. Es la contabilidad general de la finitud
cognitiva aplicada a la practica colectiva del razonamiento.
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Capitulo 26: La epistemologia computacional del aprendizaje

1. El experimento fundacional: el organismo que no puede
registrarlo todo

Un recién nacido abre los ojos por primera vez. En el primer segundo de vida
consciente, su retina recibe aproximadamente diez millones de fotones. Su céclea
registra variaciones de presion acustica en un rango de veinte a veinte mil hercios. Su
piel detecta gradientes térmicos, presiones, texturas. Su sistema olfativo registra miles
de moléculas volatiles simultaneamente.

En el primer minuto de vida, el entorno ha bombardeado al organismo con mas
microestados que los que cualquier dispositivo de almacenamiento fabricado por la
humanidad podria registrar. Y esto es solo el primer minuto. El bombardeo no cesa.
No cesara hasta la muerte.

Ahora formulemos la pregunta forense que la pedagogia intuitiva nunca formula:

.Como sobrevive un organismo finito a un entorno de entropia informacional
inagotable?

La respuesta de la pedagogia tradicional es implicita y devastadora en su simplicidad:
el estudiante acumula. Memoriza. Registra. Almacena datos como quien llena un
almacén sin fondo. El educador transfiere informacion; el estudiante la recibe. El
conocimiento es una sustancia que fluye de un recipiente lleno a uno vacio.

Bajo el Axioma de No-Reificacion, esta imagen es inaceptable. El estudiante no es un
recipiente. El entorno no es un flujo de datos que pueda registrarse sin pérdida. Y el
conocimiento no es una sustancia.

La respuesta operativa es radicalmente distinta: sobrevivir y pensar son, en
esencia, actos de compresion algoritmica. El organismo no registra el mundo;
extrae de él los generadores compactos que permiten predecirlo con recursos finitos.
Aprender no es acumular datos. Aprender es descubrir el Generador (G) que produce
los datos. Y la educacion es el proceso mediante el cual un agente finito adquiere los
algoritmos de compresion con pérdida necesarios para navegar un universo de ruido
sin colapsar.

Antes de proceder, conviene precisar la escala real del problema. El cerebro humano
posee aproximadamente 8,6 X 10'° neuronas y del orden de 10'* a 10'° sinapsis.
Opera con una potencia metabélica constante de apenas ~ 20 vatios —menos que una
bombilla doméstica—. La velocidad de propagacion de los potenciales de accidn oscila
entre 1y 100 metros por segundo. Los canales idnicos operan a temperatura corporal
(310 K), donde la energia térmica por grado de libertad es kzT ~ 4,28 x 10~2! julios.

La cota holografica de Bekenstein para una masa de 1,4 kilogramos en un volumen de
1,5 litros es astronémica (~ 10*? bits), correspondiente a un agujero negro. El cerebro
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opera a una distancia de cuarenta 6rdenes de magnitud por debajo de ese limite fisico
absoluto. Esto no es una restricciéon cdsmica; es una modestia biologica radical: la
evolucion optimizo el cerebro para el metabolismo disponible, no para acercarse a
ningin limite fisico fundamental. La verdadera barrera del aprendizaje no es
gravitatoria; es metabdlica, sinaptica y de ancho de banda neuronal.

Conviene afiadir aqui una precisiéon importante: junto a la cota de Bekenstein (que
limita el almacenamiento de informacién en una region), existe el limite de
procesamiento de Bremermann (~ 1,36 X 10°° operaciones por segundo por
kilogramo). El cerebro real opera a unos 10'® operaciones sinapticas por segundo,
treinta y cuatro 6rdenes de magnitud por debajo de ese limite fisico. La modestia
bioldgica es ain mas profunda en el procesamiento que en el almacenamiento.

En este capitulo, someteremos el acto de aprender al escrutinio de la terna (G, k, p).
Demostraremos que la educacién, cuando se lee operativamente, es la instalacion de
generadores compactos que maximizan la complejidad efectiva del agente bajo
restricciones metabdlicas finitas. Y mostraremos que las dos grandes patologias
pedagoégicas de la historia —el dogma y el relativismo— son exactamente las dos
patologias termodindmicas de un sistema que no ha encontrado su punto critico.

2. La deconstruccion de la ilusion clasica: la pedagogia como
reificacion

La historia de la pedagogia ha oscilado ciegamente entre dos extremos, ambos letales
para la agencia del estudiante. Antes de definir la alternativa operativa, conviene
deconstruir ambos extremos con precision, pues cada uno encarna una forma distinta
de reificacion.

2.1. El Cristal: la pedagogia como transferencia de microestados

La educacion tradicionalista, basada en la memorizacion mecanica, el dogma
incuestionable y la repeticion, busca reducir la entropia interna del estudiante a cero.
Se le entrega un mapa rigido, estatico, sobreajustado a un territorio que ya no existe.

La ilusion que sostiene esta pedagogia es una reificacion del conocimiento: se trata el
saber como un objeto estatico que puede transferirse intacto de una mente a otra,
como quien vierte agua de un vaso a otro. El educador es un transmisor; el estudiante,
un receptor pasivo.

El coste de esta reificacion es la fragilidad absoluta. Un agente que ha memorizado
microestados sin extraer el generador que los produce es incapaz de absorber la
variabilidad del entorno. Ante una perturbacién minima —un problema nuevo, una
crisis social, una paradoja—, el cristal no se adapta; se fractura. Es la muerte cognitiva
por rigidez.
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En el lenguaje del aprendizaje estadistico, esta patologia tiene un nombre preciso:
sobreajuste (overfitting). El modelo memoriza los datos de entrenamiento con
precision perfecta, pero generaliza catastroficamente mal ante datos nuevos. Su
varianza es altisima: ante cualquier perturbacién del entorno, el modelo colapsa. Su
sesgo es bajo: se ajusta perfectamente a lo ya visto. Pero esa perfeccidon local es
exactamente lo que lo hace inutil ante la novedad.

Conviene precisar aqui una distincion: el Cristal puede presentar dos formas distintas
de patologia estadistica, que no deben confundirse.

La primera forma es la memorizacion mecanica: el modelo opera como una tabla de
busqueda (look-up table) que registra cada dato de entrenamiento. En los datos ya
vistos, el sesgo es nulo; ante cualquier situacién nueva, la varianza es catastroéfica. El
estudiante recita la lista de los reyes godos sin comprender el generador «cémo y por
qué colapsan los imperios».

La segunda forma es el dogma rigido: el modelo es un generador ultra-simple (una
regla fija, un prejuicio inmutable) que se niega a computar la evidencia. Aqui la
patologia es la opuesta en términos estadisticos: sesgo altisimo (el modelo se desvia
sistematicamente de la realidad) y varianza cero (nunca cambia, nunca fluctia). Es la
estabilidad estéril del cadaver cognitivo.

Ambas formas son letales, pero por mecanismos distintos: la primera por exceso de
datos sin estructura, la segunda por exceso de estructura sin datos.

2.2. El Gas: la pedagogia como exposicion al ruido

En reacciéon al dogma, la pedagogia posmoderna y la era de la sobreestimulacion
digital han abrazado el extremo opuesto: la exposicion cruda al ruido, el relativismo
absoluto («todas las opiniones son validas»), y la ausencia de fundamentos
estructurales.

La ilusion que sostiene esta pedagogia es una reificacion inversa: se trata la libertad
como ausencia de restricciones, como si la entropia maxima fuera sinénimo de
agencia. Se lanza al estudiante al mundo sin proporcionarle los algoritmos de
compresion —Ilogica, gramatica, método cientifico, ética normativa— que le
permitirian extraer estructura del ruido.

El resultado no es la libertad, sino la paralisis. El agente se convierte en un gas en
equilibrio térmico: sometido a infinitos microestados (noticias, estimulos, opiniones),
pero carente del macroestado que los agrupe y les dé sentido. Sin un mapa de baja
entropia, el agente es aplastado por la presién osmoética del ruido ambiental. El
resultado es la paralisis por analisis, el burnout cognitivo, la incapacidad de decidir.

En el lenguaje del aprendizaje estadistico, esta patologia también tiene un nombre
preciso: subajuste (underfitting). El modelo es tan simple o tan ausente de estructura
que ni siquiera puede capturar los patrones que si existen en los datos. Su sesgo es
altisimo: se desvia sistematicamente de la realidad, independientemente de cuantos
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datos reciba. Su varianza es baja, pero esa estabilidad es la estabilidad del vacio: no
hay nada que fluctie porque no hay nada que aprender.

2.3. La falacia naturalista de la entropia

Conviene detenerse aqui en un error légico que ambos extremos comparten: la falacia
naturalista de la entropia.

En termodindmica, la entropia es una medida de grados de libertad microscopicos
accesibles. No es un juicio de valor. Un bloque de granito a temperatura cercana al
cero absoluto tiene entropia minima, pero también tiene capacidad de accion nula. Un
gas en equilibrio térmico tiene entropia maxima, pero también tiene complejidad
estructural cero.

La educacién no debe buscar minima entropia (eso es el Cristal: un cerebro muerto
tiene entropia minima). Tampoco debe buscar maxima entropia (eso es el Gas: el
ruido puro no contiene informacidn util). La variable relevante no es la entropia bruta,
sino la complejidad efectiva (Gell-Mann y Lloyd, 1996): la cantidad de informacién
estructural util que permite predecir y actuar, manteniendo al mismo tiempo
suficiente variedad residual para adaptarse.

Conviene definir operativamente este concepto, que es central para todo el capitulo.
La complejidad efectiva de un sistema o de un modelo es la longitud minima de la
descripcion de sus regularidades, ignorando el ruido aleatorio. Formalmente: dado
un generador G que explica un conjunto de datos x con precision ¢, la complejidad
efectiva es Cerp(x) = minG:pmgn(G_x)qK(G), donde K(G) es la complejidad de

Kolmogorov del generador. En palabras: la complejidad efectiva es la longitud del
generador mas corto que captura las regularidades ttiles sin ahogarse en el ruido.

Conviene también aclarar que la complejidad de Kolmogorov K(G) es un ideal
regulativo, no una cantidad calculable. La complejidad de Kolmogorov es
incomputable en general: no existe un algoritmo que determine para toda cadena cual
es su descripcion mas corta. En la practica, usamos proxies como el nimero de
parametros de un modelo, la longitud de descripcion MDL (seccién 4.1), o el nimero
de bits necesarios para codificar el modelo en un lenguaje formal. La
incomputabilidad de K(G) no impide que el concepto sea util como ideal; solo impide
que sea una herramienta directa de medicidn.

Un agente cognitivamente saludable no es el de minima entropia ni el de maxima. Es el
que maximiza la complejidad efectiva: suficiente orden interno para preservar la
coherencia del generador, suficiente entropia residual para permitir la plasticidad y la
adaptacion. Es el borde del caos.
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3. Definicion operativa: la terna cognitiva (G cogn, Kcogn) Pcogn)

Reconstruyamos el aprendizaje desde cero, sobre los cimientos de la ontologia
operativa.

El Generador Cognitivo (Gcogn): Es el modelo generativo interno del agente: un

esquema conceptual, una teoria comprimida, una regla gramatical, un marco ético,
una ley fisica internalizada. G¢qg, N0 €s un dato; es un programa. No es una copia del

mundo; es una regla que produce predicciones sobre el mundo. Su complejidad de
Kolmogorov K (G¢ogn) mide cuanta informacion estructural contiene.

Conviene introducir aqui una tipologia jerarquica de generadores cognitivos:

*  Gpercept (mivel bajo): Generadores de prediccion sensorial, como el predictive

coding que anticipa el flujo visual o auditivo. Son rapidos, automaticos y de baja
complejidad.

*  Geoncept (nivel medio): Generadores conceptuales: categorias, gramaticas, leyes

fisicas intuitivas, esquemas sociales. Son mas lentos, requieren conciencia y
tienen mayor complejidad estructural.

¢ Gpeta (nivel alto): Metageneradores: heuristicas de seleccién, metacognicion,
criterios éticos, la «caja de herramientas adaptativa» de la seccién 8. Son los que
evaldan cudl generador conceptual usar en cada contexto.

La jerarquia es: Gpera Selecciona e instancia Geopeepr, que restringe Gpercept- Un
estudiante que solo tiene Gpercepr (Memorizacion sensorial) es un Cristal; un
estudiante que no tiene ninglin Gconcept €S UN Gas; un estudiante con un G, robusto
es un agente auténomo.

La Escala Cognitiva (k.ogn): Es el presupuesto de recursos del agente, que debe
descomponerse en un vector de recursos finitos:

kcogn = <kWM: kLTMf ktime: kenergy' ktrain)

Donde: - kyy es la memoria de trabajo (el ancho de banda consciente). - k;ryv €es la
memoria a largo plazo (el almacenamiento consolidado). - kiipme €s el tiempo de
computo disponible. - Kepergy €s €l presupuesto metabdlico (glucosa, ATP). - kirain €s
el coste de adquisicion del generador: el nimero de ejemplos, repeticiones y tiempo
de practica necesarios para que el agente converja a Ggogn- Este ultimo componente es
crucial y a menudo olvidado: aprender un generador compacto puede requerir una
enorme cantidad de datos de entrenamiento. Los teoremas PAC (Valiant, 1984) y las
cotas VC establecen que Kkiain = O(dyc/€?), donde dy es la dimensién de Vapnik-
Chervonenkis del modelo. La educacion existe precisamente porque ki-,i, €s alto: el
educador subvenciona este coste.

Conviene precisar la memoria de trabajo: la cifra clasica de Miller (1956) era 7 + 2
fragmentos; la ciencia cognitiva contemporanea (Cowan, 2001) ha revisado este limite
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a la baja, situandolo en 4 + 1 fragmentos para el foco atencional. El ancho de banda
consciente es alin mas estrecho de lo que la pedagogia tradicional asumia.

La Precision Cognitiva (pc.gn): Es la divergencia tolerable entre las predicciones del

modelo y el flujo sensorial del entorno. Aqui debemos unificar la definicién para evitar
ambigliedades técnicas.

La precision cognitiva pc.g, €s la ponderacion de precision (precision weighting) en
el sentido del procesamiento predictivo (Friston, 2010; Clark, 2013): la confianza que
el sistema asigna a sus propias predicciones frente al flujo sensorial. Formalmente,
puede expresarse como la divergencia de Kullback-Leibler Dg; (Prear II| Pmodelo), COMO
el error cuadratico medio (en el caso de ruido gaussiano), o como la «sorpresa»
informacional (log-verosimilitud negativa). Estas métricas son equivalentes en
regimenes especificos pero no idénticas en general; lo esencial es que pcogn €s el
umbral de error que el agente declara como aceptable antes de forzar la actualizacién
de su generador.

Conviene descomponer p¢qg, €n una tupla:

Pcogn = <ppred' Paction’ pmeta)

Donde: - ppreq €s el error de prediccion sensorial (FEP). - paction €s €l margen de fallo

en tareas motoras o decisionales. - pyeta €S €l umbral de «sorpresa» que gatilla la
actualizacion de Get; (Un cambio de paradigma, en el sentido de Kuhn).

Bajo esta terna, el aprendizaje se define operativamente asi:

Definicion operativa del aprendizaje: Aprender es el proceso algoritmico mediante el cual un agente
optimiza su generador Gcqgn Para minimizar el error de prediccion pgogn, Mmanteniendo el coste de escala
kcogn estrictamente dentro de su presupuesto biol6gico y computacional finito.

Notese la diferencia radical con la pedagogia clasica: no preguntamos «;cuantos datos
ha acumulado el estudiante?». Preguntamos: «;ha adquirido un generador compacto
que le permite predecir el entorno con error tolerable, usando recursos metabdlicos
finitos?»

4. La demostracion constructiva: dos formalizaciones
complementarias

4.1. La Longitud de Descripcion Minima (MDL): el principio de Rissanen

En 1978, Jorma Rissanen formul6 el principio de Longitud de Descripcion Minima
(Minimum Description Length): el mejor modelo para un conjunto de datos es el que
minimiza la suma del coste de describir el modelo mas el coste de describir el error
residual:

Liota1 = L(G) + L(Datos | G)
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donde L(G) es la longitud del modelo conceptual y L(Datos | G) es el tamafio del error
residual no explicado.

Este principio formaliza exactamente el mandato pedagégico de «ensefiar
generadores, no microestados»:

19. El Cristal (memorizacion): Fija L(G) = 0 (no hay modelo, solo datos) y
almacena los datos brutos. El coste L(Datos) es inmenso y el modelo es
inadaptable ante cualquier dato nuevo.

20. La pedagogia operativa: Invierte en un modelo conceptual compacto L(G) que
colapsa el residuo L(Datos | G) — 0. El estudiante no memoriza infinitas caidas
de cuerpos; interioriza F = ma, reduciendo gigabytes de memoria sensorial a una
ecuacion de pocos bytes.

Conviene precisar la relacién entre MDL y sesgo-varianza. MDL y sesgo-varianza
abordan la misma tension desde angulos distintos: MDL minimiza la descripcion total,
sesgo-varianza minimiza el error esperado. En muchos modelos, ambos criterios
conducen a soluciones similares, pero no son idénticos. MDL es un criterio de
seleccion de modelo: nos dice qué generador construir. Sesgo-varianza es una
propiedad del error de generalizacion de un modelo ya elegido: nos dice como se
comportara frente a datos futuros. Y la informacién mutua (seccién 4.3) describe la
transferencia en una interaccion pedagogica concreta. Son tres niveles de andlisis
distintos: seleccidn, evaluacion e interaccion.

Conviene también una nota técnica: la formulacion moderna de MDL (Rissanen, 1996;
Griinwald, 2007) usa cddigos universales o verosimilitud marginal para evitar la
dependencia de la parametrizaciéon del modelo. La intuicién pedagégica de «coste de
modelo + coste de error» se mantiene, pero la implementacién técnica es mas
sofisticada que la versidn simplificada de dos partes.

4.2. El compromiso sesgo-varianza: la formula demostrada del borde del
caos

El principio MDL proporciona un criterio de selecciéon de modelos. Pero para
formalizar con precisién matematica la dicotomia Cristal/Gas, existe una herramienta
hermana mas estandar y mas directamente aplicable: el compromiso sesgo-varianza
del aprendizaje estadistico (Geman, Bienenstock y Doursat, 1992).

Para un agente que predice su flujo sensorial y dado un contexto x, el error
cuadratico medio esperado se descompone exactamente como:

E[Error] = Sesgo? + Varianza + Ruido Irreducible

Esta formula es un teorema demostrado, no una metafora. Y da matematicamente la
ubicacién exacta del punto 6ptimo —el «borde del caos»— como el minimo de esa
suma.

Conviene precisar que esta descomposiciéon es valida para prediccion, no para
estimacion de parametros. Un agente que predice su flujo sensorial futuro es un caso
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de prediccién, por lo que el ruido irreducible —la varianza intrinseca del entorno que
ningin modelo puede capturar— aparece de manera legitima.

21. El Cristal es un modelo de varianza alta y sesgo bajo (en su forma de
memorizacion): se ajusta perfectamente a lo ya visto, pero generaliza
catastréficamente mal ante datos nuevos. Se fractura ante la perturbacién. En su
forma de dogma, es sesgo alto y varianza cero: nunca se actualiza, nunca aprende.

22. El Gas es un modelo de sesgo alto y varianza baja: es tan simple o tan ausente
de estructura que ni siquiera captura los patrones que si existen. Paralisis por
falta de modelo.

23. El borde del caos es el minimo de la suma: el punto donde el modelo es lo
suficientemente complejo para capturar la estructura real, pero no tan complejo
como para ajustarse al ruido.

El término de ruido irreducible en la férmula es, precisamente, el correlato
matematico exacto de lo que hemos llamado «el residuo incompresible»: la
informacion del entorno que ningiin modelo, por perfecto que sea, puede capturar. Es
el calor que el motor cognitivo no puede convertir en trabajo util. Es también el limite
termodinamico de la prediccién: la cota de Bekenstein y el principio de Landauer
imponen un limite fisico a cuanta informaciéon puede procesar un agente finito, y el
ruido irreducible es la manifestacidn estadistica de ese limite.

4.3. La Zona de Desarrollo Proximo como maxima Informacion Mutua

La nocidon del «borde del caos en el aula» puede formalizarse mediante la teoria de la
informaciéon de Shannon. Sea X el entorno o estimulo pedagoégico, e Y el modelo
interno o respuesta del alumno. La Informaciéon Mutua I(X;Y) = H(Y) — H(Y|X) mide
cuanta informacion transfiere el entorno al modelo del estudiante.

24. Cristal (aburrimiento): El contenido es totalmente predecible dado el modelo
actual del alumno. I(X;Y) = 0. No hay transferencia de informacién. No hay nada
nuevo que aprender.

25. Gas (ansiedad, colapso): El contenido es ruido incomprensible sin andamiaje.
I[(X;Y) = 0. No hay patrén que el alumno pueda acoplar a su generador. No hay
aprendizaje posible.

26. Zona de Desarrollo Proximo (Vygotsky, 1934): Es el punto critico donde
I(X;Y) es maximo. El estimulo desafia la escala kg, del alumno lo suficiente
para forzar una actualizaciéon del generador G, sin provocar el colapso del
sistema.

Conviene presentar esta identificacion con honestidad epistémica. La identificacion de
la Zona de Desarrollo Préximo con el maximo de I(X;Y) es una hipdtesis
interpretativa plausible, no una consecuencia formal de la teoria de la informacién.
Vygotsky no tenia acceso a la teoria de Shannon; su nocién de ZDP es psicoldgica y
social. La formalizacién operativa que proponemos es una traduccién que captura la
intuicion central —el aprendizaje 6ptimo ocurre en la frontera entre lo conocido y lo
desconocido—, pero no debe presentarse como un teorema.
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La Zona de Desarrollo Proximo de Vygotsky no es una metafora pedagoégica vaga. Es el
punto de maxima transferencia de informacién entre el entorno y el modelo del
estudiante. El educador que opera en este punto esta calibrando el gradiente de
complejidad para maximizar el aprendizaje por unidad de esfuerzo metabdlico.

Conviene ofrecer al educador un criterio cualitativo observable para saber si esta
cerca del maximo. Los signos de aburrimiento (contenido demasiado predecible)
indican que debe aumentar la novedad o reducir el andamiaje. Los signos de ansiedad
o colapso (contenido incomprensible) indican que debe aumentar el andamiaje o
reducir la novedad. El «termostato de complejidad» del aula se calibra observando
estas seflales, no midiendo formalmente I(X;Y).

5. El cerebro como estructura disipativa: no es un sistema cerrado

Conviene corregir aqui una imagen implicita que podria engafar al lector: la mente no
es un sistema termodinamico cerrado que camina hacia la muerte térmica. Es una
estructura disipativa abierta lejos del equilibrio (Ilya Prigogine, 1977).

El cerebro mantiene su bajisima entropia funcional —sinapsis ordenadas, potenciales
de membrana polarizados, gradientes iénicos sostenidos— importando energia libre
de alta calidad (glucosa y oxigeno) y exportando activamente calor degradado (~ 20
W) y diéxido de carbono al entorno. La ecuacidn de balance entropico de Prigogine:

ds = d,S + d;S

donde d;S = 0 es la produccién interna de entropia (segunda ley), y d.S es el flujo de
entropia intercambiado con el entorno. Conviene precisar la notacién: d,S y d;S son
flujos, no derivadas temporales. La forma estandar es dS = d,S + d;S, donde d,S
puede ser negativo (exportacidon de entropia al exterior) y d;S es siempre positivo o
nulo. Un organismo vivo mantiene dS = 0 o incluso dS < 0 localmente, compensando
la produccion interna con una exportaciéon neta de entropia al entorno.

La educacidn, leida desde esta perspectiva, es el proceso mediante el cual dotamos a
esta estructura disipativa de metarreglas de mantenimiento eficiente: los
generadores cognitivos permiten al agente navegar el mundo disipando la minima
cantidad de entropia biologica por decision tomada. Educar no es llenar un recipiente;
es optimizar el motor.

Conviene distinguir aqui dos escalas temporales ontolégicamente distintas, necesarias
para resolver la tension entre continuidad disipativa y PTO:

e Escala metabdlica/fenoménica (continua, no-terminal): El organismo vivo es
una estructura disipativa que no termina mientras vive. Importa energia, exporta
entropia, mantiene Gcogn activo de manera continua. Es el «hardware» que hace

posible la cognicidn.
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e Escala epistémica/algoritmica (discreta, terminal): Cada acto de inferencia —
percibir un objeto, tomar una decisién, actualizar un concepto tras un error— es
una instancia de (G, k, p). Tiene inicio (estimulo), computo finito (k), y entrega de
estado (percepcion, accion, G,cryalizado) CON Precision Peogn.

El PTO gobierna la escala epistémica; la termodindmica disipativa gobierna la escala
metabdlica. La rumiacién patolégica es un fallo de la escala epistémica: un subproceso
que se niega a terminar (k — oo, p = 0) y agota los recursos de la escala metabdlica
(fatiga). La salud cognitiva consiste en mantener la jerarquia: cada inferencia termina,
y el organismo continda.

Conviene también precisar el coste real del desaprendizaje. El principio de Landauer
establece el limite inferior absoluto para el borrado de un bit légico (E = kzTIn2 =
2,9 X 10721 julios a temperatura corporal). Pero en el cerebro, borrar una creencia o
reconfigurar una red sinaptica requiere procesos biolégicos de plasticidad
(potenciacién y depresion a largo plazo, LTP/LTD) que consumen millones de veces
mas energia metabdlica que el limite tedrico de Landauer. Cada reconfiguracién
sindptica implica remodelar espinas dendriticas y reciclar receptores de membrana,
procesos que consumen miles de moléculas de ATP por sinapsis. El desaprendizaje es
termodindmicamente irreversible, y la fatiga mental es la manifestacion macroscépica
de ese coste biofisico de reescritura. Un sistema educativo que no permite la
disipacion —que castiga el error y exige entropia cero en el examen— es un sistema
aislado que no puede realizar trabajo cognitivo.

6. El PTO Cognitivo: la higiene mental como regla de parada

En la teoria de la computabilidad, un proceso que no termina viola el Principio de
Terminacion Ontoldgica. En la psicologia cognitiva, un proceso de inferencia que no
fija una precision pcogn y busca computar indefinidamente (kcogn = %, Peogn = 0
indefinido) corresponde a la rumiacion, la ansiedad patoldgica y la paralisis por
analisis.

El PTO Cognitivo puede enunciarse asi:

PTO Cognitivo: Un proceso de razonamiento es legitimo solo si fija una precisién Pcogn declarada y tiene una
regla de parada garantizada que entrega un estado ejecutable.

Aprender a pensar es aprender a truncar la bisqueda cuando se alcanza la precisién
declarada suficiente. Conviene ejemplificar esto con un caso concreto. Un estudiante
que debe decidir si estudia una hora mas o se va a dormir fija pcogn como el nivel de
preparacion suficiente para el examen; superado ese umbral, la regla de parada dicta
detener el estudio. La rumiacion es la violacion de esta regla: el estudiante sigue
repasando indefinidamente, sin umbral de suficiencia, agotando su kepergy Sin mejorar

Su Geogn-
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Este principio conecta el PTO con la psicologia de la toma de decisiones racionales:
Herbert Simon (1956) llamé satisficing a la estrategia de buscar hasta encontrar una
opcién suficientemente buena, en lugar de buscar la opcion éptima absoluta. Simon
desarrollé este concepto en el marco mas amplio de la racionalidad limitada
(bounded rationality), presentada también en 1955/1956. La racionalidad limitada es,
en esencia, la version de Simon del mismo problema que este tomo aborda con la
terna (G, k,p): un agente finito no puede optimizar exhaustivamente; debe fijar
umbrales de suficiencia y detenerse.

Gerd Gigerenzer (2001) demostr6 que las heuristicas simples —reglas de parada
temprana— producen decisiones mas robustas que la optimizaciéon exhaustiva en
entornos de alta incertidumbre. La educaciéon critica consiste, en parte, en calibrar
dindmicamente la precision pcogn: saber cuando confiar en el generador (explotar) y
cuando abrir el modelo para ser corregido por la experiencia (explorar). Esta es la
metacognicion operativa.

El fanatismo (el Cristal cognitivo) asigna artificialmente una precision infinita a su
modelo (pcogn — 0, hiper-rigidez), ignorando cualquier evidencia empirica contraria.
El error de prediccion es cero por definicién, porque el modelo nunca se actualiza. La
psicosis o el estrés agudo (el Gas cognitivo) colapsan la precision de los modelos
internos (pcogn — @), dejando al sujeto a merced del ruido sensorial crudo. La salud
cognitiva es la calibracion dindmica de p: ni rigidez infinita ni ruido absoluto.

7. El imperativo pedagdgico: enseiar generadores, no
microestados

Si llevamos esta fisica de la cognicion al aula, el mandato para el educador es radical y
preciso:

Primero: El educador no transfiere datos; andamia la adquisicion de
generadores. El educador no debe intentar transferir su propia base de datos (sus
microestados) al estudiante; eso es imposible por los limites de ancho de banda
neuronal y de capacidad de la memoria de trabajo. El educador debe crear las
condiciones para que el estudiante construya sus propios generadores.

Conviene ser explicitos aqui sobre una distincion. La Ley de la Variedad Requerida de
Ashby (1956) establece que un controlador necesita al menos tanta variedad interna
como el sistema que controla. Aplicada a la educacidn, esta ley tiene una lectura que
debe matizarse cuidadosamente.

La lectura errénea es que el educador debe ejercer variedad reguladora sobre el
estudiante, tratdndolo como un subsistema gobernado. Esta lectura convierte la
educacion en control, y el estudiante en un autémata. La lectura correcta es que el
estudiante, para ser auténomo, debe adquirir su propia variedad interna: los
generadores Ggogn que le permitan regular su propio entorno. El rol del educador no
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es controlar indefinidamente, sino actuar como andamiaje regulador temporal
(variedad externa prestada) mientras el estudiante construye su propia variedad
interna. La educacion exitosa es la transferencia de la carga reguladora del educador
al estudiante.

En la practica, los sistemas educativos reales operan en un espectro que va desde el
control rigido (el Cristal institucionalizado) hasta la transferencia genuina de
autonomia. Lo que cada gobierno declara hacer al educar, lo que realmente sucede en
cada aula con cada docente y cada alumno, y lo que nosotros proponemos como
optimo son tres cosas distintas. Nuestra propuesta es la transferencia de variedad
reguladora: dotar al estudiante de generadores compactos y robustos que le permitan
navegar el entorno sin depender del educador.

Conviene precisar también que el estudiante no iguala la variedad microscdépica del
entorno (lo cual violaria kcog,). Adquiere un generador Ggqg, lo suficientemente
abstracto y compresible para predecir esa variedad macroscopicamente. El estudiante
no replica el ruido del entorno en su cerebro; adquiere un generador de grano grueso
cuya complejidad efectiva permite neutralizar la incertidumbre del entorno sin agotar
su presupuesto metabolico.

Segundo: Ensefiar a COMPRIMIR. La tarea escolar no es memorizar la lista de los
reyes godos (microestados de alta entropia y baja utilidad predictiva). Es extraer el
generador de «como y por qué colapsan los imperios» (macroestado de baja entropia
y alta potencia predictiva). Es ensefiar al estudiante a invertir en el coste kcog, de

aprender el generador para ahorrar memoria a largo plazo.

Conviene precisar aqui una distincién técnica: los generadores cientificos (F = ma, las
leyes de Maxwell) son compresores con pérdida de grano grueso, no compresores
sin pérdida. Retienen los invariantes causales y descartan las fluctuaciones
microscopicas no reproducibles. La compresiéon sin pérdida es imposible para un
agente finito: el mundo tiene mas microestados de los que cualquier cerebro puede
almacenar. La compresion con pérdida es la Unica estrategia viable.

Tercero: Permitir la DISIPACION del error. En un sistema termodinamico, el
trabajo util requiere disipacidn de calor. En el aula, el «calor» es el error, el fracaso, la
hipétesis incorrecta. Un sistema educativo que castiga el error es un sistema aislado
que no puede realizar trabajo cognitivo. El estudiante debe poder enfrentarse al ruido,
fallar, y disipar ese error mediante la correccion, refinando asi su algoritmo de
compresion.

Conviene explicitar la conexion con el PTO: permitir el error y su correccion es
exactamente la materializacién del PTO en el aula. El proceso de actualizacién del
generador debe terminar y entregar un nuevo estado instrumentado; castigar el error
equivale a impedir la terminacién. Un estudiante que no puede equivocarse es un
estudiante que no puede actualizar su G¢ogp-

Conviene también precisar el coste de esta disipacién. La plasticidad sinaptica
(LTP/LTD) consume miles de moléculas de ATP por sinapsis, millones de veces mas
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que el limite tedérico de Landauer. La fatiga mental del estudiante es el coste
metabdlico real de esta reconfiguracion fisica. El aula debe presupuestar esta
disipacién: tiempo, repeticion, suefno.

Cuarto: Proteger el borde del caos. El aula debe ser un entorno donde la entropia
externa esté ligeramente por encima de la capacidad de compresion actual del
estudiante. Si es muy baja, hay aburrimiento (el Cristal). Si es demasiado alta, hay
ansiedad y colapso (el Gas). La educacion es el ajuste fino de ese gradiente. El
educador opera como un termostato de complejidad: calibra el input para que la
Informaciéon Mutua I(X; Y) sea maxima.

Conviene anadir aqui una dimension: el coste de adquisicion k;,;,. El educador no
solo calibra la dificultad del estimulo; también subvenciona el coste de entrenamiento
del estudiante. El curriculo es un schedule de datos curados que reduce la complejidad
de muestra necesaria para adquirir Garger- El andamiaje es la reduccion del dy
efectivo del modelo: al proporcionar ejemplos bien elegidos y retroalimentacion, el
educador reduce el nimero de ejemplos que el estudiante necesita para converger. La
educacion lleva afios porque ki, €s alto: no es solo instalar G, es pagar el coste de
descubrimiento y verificacién de G.

8. El Teorema No-Free-Lunch y la caja de herramientas adaptativa

En optimizacion matematica, el teorema No-Free-Lunch (Wolpert y Macready, 1997)
demuestra que no existe un unico algoritmo G superior a todos los demas cuando se
promedia sobre todos los problemas posibles.

La traduccion pedagogica es directa: la educaciéon no puede consistir en implantar un
unico generador rigido (dogmatismo metodoldgico). La verdadera maestria cognitiva
consiste en adquirir una caja de herramientas de generadores adaptativos y un
metagenerador que seleccione el esquema adecuado segin el contexto y las
restricciones de escala k y precision p.

Conviene definir operacionalmente el metagenerador. Un metagenerador es un
criterio de seleccidn entre generadores: dado un contexto, elige aquel G; que minimice
Pcogn Para ese contexto. En la practica, es la metacognicion ejecutiva: la capacidad de
evaluar el error de prediccion de cada generador candidato y seleccionar el mas
adecuado antes de comprometer el presupuesto k.,g,. El metagenerador no es un
generador mas; es una capacidad de segundo orden que opera sobre los generadores
de primer orden.

Conviene precisar la lectura del teorema No-Free-Lunch. El teorema se cumple
promediando sobre todas las funciones posibles (distribucion uniforme sobre todos
los mundos légicos posibles). Pero nuestro mundo no es tipico: tiene localidad,
causalidad, simetrias, leyes de conservaciéon. La educacion es la transmisién de los
generadores G que codifican esa estructura no-aleatoria (fisica, ldgica, estadistica,
gramatica, ética). El estudiante que los internaliza evade el No-Free-Lunch porque su
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caja de herramientas estd adaptada a la distribucién real de problemas
P,cqi(problema), no a la uniforme Py .

Esto fundamenta matematicamente la interdisciplinariedad y el pensamiento critico
frente al dogma metodolégico. Un estudiante que ha internalizado un Unico marco
interpretativo (el Cristal metodolégico) sera incapaz de abordar problemas que caen
fuera de su marco. Un estudiante que carece de todo marco (el Gas metodologico) sera
incapaz de abordar cualquier problema. El estudiante 6ptimo posee una caja de
herramientas y un metagenerador que selecciona la herramienta adecuada.

Conviene explicitar como se ensefia el metagenerador: confrontando al estudiante con
problemas que requieren marcos distintos y haciendo explicito el criterio de eleccién.
El estudiante aprende a preguntarse: «;Qué generador es mas adecuado aqui? ;Cual es
mi presupuesto k? ;Qué precision p necesito?». Esta es la metacognicién que la
pedagogia tradicional ignora.

9. El Principio de Energia Libre: un anclaje neurocientifico

El Principio de Energia Libre de Karl Friston (2006, 2010) constituye la formulacién
matematica mas ambiciosa de la tesis de que el cerebro es una maquina de inferencia
que minimiza la sorpresa. Friston postula que los organismos biolégicos sobreviven
minimizando una cota superior de la sorpresa informacional (la energia libre
variacional) actualizando continuamente sus modelos generativos internos.

Conviene presentar este marco con honestidad, pero también con la precisiéon que
merece. El Principio de Energia Libre no es una especulacion ajena a nuestra terna; es,
de hecho, la formalizacién neurobioldgica canénica de (G, k, p):

27. Geogn corresponde al modelo generativo p(o,s | 1), la densidad que describe
como el mundo produce las sensaciones o a partir de estados ocultos s.

28. Pcogn corresponde a la energia libre variacional F[q] = Dk, [q(s|w) Il p(s|o)] —
Inp(o|u), una cota superior de la sorpresa.

29. kcogn corresponde a la complejidad del codificador g, es decir, los recursos
neuronales necesarios para representar el modelo.

Minimizar F es minimizar L(G) + L(Datos | G) (MDL) es resolver el compromiso
sesgo-varianza. La energia libre variacional es, en esencia, una implementacion
biolégica del principio MDL: el cerebro comprime sus observaciones reduciendo la
longitud de descripcién de sus modelos generativos.

Conviene precisar la relacién entre la energia libre de Friston y la energia libre
termodinamica. No son idénticas. La energia libre variacional de Friston es una cota
superior de la sorpresa informacional, andloga pero no igual a la energia libre de
Helmholtz de la termodinamica. La analogia es estructural: ambas se minimizan para
mantener un sistema en equilibrio con su entorno, pero las matematicas no son las
mismas.
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Dicho esto, conviene mantener la cautela que la obra ha mostrado en otros capitulos.
El Principio de Energia Libre es un programa de investigaciéon influyente y
prometedor, pero no es un consenso establecido en neurociencia cognitiva. Ha
recibido criticas serias sobre su falsabilidad —;qué observacién empirica podria
refutarlo, si practicamente cualquier proceso biolégico puede reformularse post hoc
como «minimizacidén de energia libre»?— y sobre si aporta predicciones nuevas mas
alla de reformular en lenguaje bayesiano lo que ya se sabia. La critica de falsabilidad
cuestiona su alcance universal como teoria de todo lo biolégico, no su validez
matemdtica como descripcion de inferencia acotada. Bajo nuestra ontologia, el FEP es
una fisica del generador cognitivo, no una teoria de la vida en general.

Conviene también conectar el FEP con el PTO: la minimizacién de la sorpresa puede
verse como una implementacion neurocientifica del PTO Cognitivo. El mecanismo que
garantiza que el agente no quede atrapado en bucles de inferencia infinita es
precisamente la minimizacién de la energia libre: el cerebro detiene la actualizacién
cuando F cae por debajo de un umbral tolerable.

En la misma linea, Jirgen Schmidhuber (2006, 2010) formaliz6 la curiosidad
intrinseca y la estética en inteligencia artificial: un agente inteligente experimenta
placer epistémico —«interés»— cuando descubre un patrén en los datos que le
permite comprimir su historial de observaciones, reduciendo la complejidad de
Kolmogorov de su memoria. La curiosidad no es un lujo; es el mecanismo de biisqueda
que guia al agente hacia los datos que maximizan la ganancia de compresion.

Conviene precisar la relacion entre curiosidad y la terna. La curiosidad es la politica
de exploracion que maximiza la reduccion de pcog, por unidad de k¢qg, gastada. Es la
busqueda activa de datos que producen la maxima ganancia de compresion. En el
marco de la inferencia activa de Friston, la curiosidad es la seleccién de acciones que
minimizan la energia libre esperada, equilibrando explotacién (usar lo conocido) y
exploracion (buscar lo nuevo).

Conviene también distinguir entre la afirmacién sobre agentes artificiales (donde
Schmidhuber formalizé explicitamente la sefial de recompensa por compresién) y la
extrapolacion a la experiencia subjetiva humana de curiosidad. La primera es un
teorema; la segunda es una analogia funcional. El capitulo debe mantener esta
distincion: el mecanismo de busqueda es analogo, pero la fenomenologia de la
curiosidad humana es un fendémeno mas rico que no se reduce a la ganancia de
compresion.

10. Analogia estructural: la mente como motor de Carnot
cognitivo

La analogia mas profunda para la cognicion operativa es el motor de Carnot
informacional, pero con la correccién que Prigogine exige: la mente no es un motor
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cerrado que agota su combustible. Es una estructura disipativa abierta que importa
energia libre y exporta entropia.

El estudiante no es una vasija vacia que deba llenarse con los datos del universo. Es un
motor termodinamico abierto que:

30. Toma el calor (el ruido, los datos crudos, la alta entropia del entorno).

31. Lo pasa a través de sus algoritmos de compresion (la 16gica, las matematicas, la
ética, el arte).

32. Extrae trabajo util (comprension, tecnologia, justicia, belleza).

33. Expulsa el residuo incompresible (el olvido, lo anecdético, el ruido irreducible) al
entorno.

La eficiencia del motor cognitivo esta limitada por la misma estructura que limita
cualquier motor térmico: no puede convertir todo el calor en trabajo util. Siempre hay
un residuo. El ruido irreducible en la férmula sesgo-varianza es exactamente ese
residuo: la informacion del entorno que ningin modelo puede capturar.

Conviene precisar la analogia con mas rigor. En un motor de Carnot, la eficiencia
maxima es 1 — Ty /T, donde Tr es la temperatura de la fuente fria y T, la de la fuente
caliente. En el motor cognitivo, el andlogo de la temperatura caliente es la
incertidumbre inicial (la entropia del entorno); el analogo de la temperatura fria es
la precision declarada p..g, (el error residual tolerable). La eficiencia del motor
cognitivo es la fraccion de incertidumbre que logra convertir en conclusiones
verificables, y esta limitada por la diferencia entre la incertidumbre inicial y la
precision alcanzable.

Educar a un ser humano es, por tanto, el acto supremo de rebeliéon termodinamica. Es
dotar a un animal finito de los generadores algoritmicos (Gogn) necesarios para que,
durante el breve lapso de su vida, pueda mirar al caos inabarcable del universo,
comprimirlo en una ecuacién, en un poema o en una ley, y decir con autoridad: «Yo
entiendo esto».

Conviene desarrollar aqui la nocién de libertad como complejidad efectiva, que es
central. La libertad no es la ausencia de restricciones; es la capacidad de un sistema
para explorar su espacio de posibilidades de manera estructurada, manteniendo un
modelo interno que le permita anticipar las consecuencias de sus acciones. La
complejidad efectiva mide esta capacidad: cuantas regularidades tutiles ha capturado
el agente sin ahogarse en el ruido.

Un ejemplo concreto: un musico que ha internalizado las reglas de la armonia (baja
entropia interna: un generador compacto de progresiones acordes) tiene la libertad
de improvisar infinitas melodias (alta entropia creativa: un espacio de posibilidades
casi ilimitado). El generador no restringe la libertad; la hace posible. Sin el generador,
el musico estaria limitado a reproducir las melodias memorizadas (el Cristal) o a
producir ruido aleatorio sin estructura (el Gas). La libertad como complejidad efectiva
es la capacidad de generar novedad estructurada.
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La educacion es la forja de la baja entropia algoritmica interna que hace posible la
libertad externa. No la libertad como ausencia de estructura (eso es el Gas). No la
libertad como obediencia a una estructura fija (eso es el Cristal). La libertad como la
capacidad de un sistema abierto para mantener un generador robusto acoplado a un
entorno de alta entropia, extrayendo trabajo util sin colapsar.

Conviene precisar que el orden interno debe ser dinamico, no estatico. El generador
debe actualizarse; de lo contrario, se convierte en Cristal. La disciplina es necesaria
pero no suficiente; sin plasticidad, se vuelve dogmatismo. La libertad como
complejidad efectiva es un equilibrio dinamico entre explotacion (usar el generador) y
exploracion (actualizarlo), entre estabilidad y flexibilidad.

11. Conclusion: la gramatica de la cognicion finita

Hemos sometido el aprendizaje al escrutinio forense de la terna (G, k,p). Hemos
demostrado que aprender no es acumular datos, sino descubrir e instalar generadores
compactos. Hemos formalizado las dos patologias pedagoégicas como las dos
patologias termodinamicas de un sistema que no ha encontrado su punto critico. Y
hemos mostrado que la educacién, cuando se lee operativamente, es la ingenieria de la
compresion bajo restricciones metabdlicas finitas.

Conviene reconocer explicitamente el estado del arte que esta reconstruccion integra.
Esta epistemologia computacional no surge de la nada. Sintetiza y formaliza bajo una
sintaxis comun ({G, k, p) + ANR/PTO) tradiciones convergentes:

34. Neurociencia computacional: Predictive Coding / Free Energy Principle
(Friston, Clark, Hohwy).

35. Teoria del aprendizaje estadistico: MDL (Rissanen, Griinwald), Bias-Variance
(Geman, Hastie/Tibshirani), PAC Learning (Valiant, Vapnik).

36. Ciencia cognitiva: Bounded Rationality (Simon), Heuristicas ecoldgicas
(Gigerenzer), Zona de Desarrollo Préximo (Vygotsky), Teoria de la Carga
Cognitiva (Sweller).

37. Cibernética y termodinamica: Ashby (variedad), Prigogine (disipativas),
Landauer/Bennett (fisica de la computacién), Schmidhuber (curiosidad
compresiva).

Nuestro aporte no es cada pieza por separado, sino la ontologia unificada que obliga
a declararlas finitas, terminantes, y con costes explicitos, prohibiendo la reificacion del
«estudiante ideal infinito» o del «conocimiento perfecto». La terna (G,k,p) no
descubre la termodinamica de la cognicion (ya hecha por Friston, Schmidhuber,
Hinton, Geman, Simon, Prigogine, Ashby, Vygotsky formalizado). Lo que hace es
imponer la disciplina operativa: todo generador Ggog, debe ser finito, todo k¢ogn
presupuestado, todo pc,g, declarado. Esto convierte la neurociencia computacional en
una ingenieria cognitiva honesta, libre de promesas de convergencia asintotica o
cerebros infinitos.
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Para cerrar, observemos como esta ontologia transforma la gramatica con la que

describimos el aprendizaje:

Gramatica Reificadora
(Pedagogia Clasica)

Gramatica Operativa (Epistemologia Computacional
/(G k,p))

Sustantivo: «El conocimiento
es una sustancia que se
transfiere».

Generador: «El conocimiento es un modelo
generativo que el estudiante construye».

Objeto: «El estudiante es un
recipiente que se llena».

Estructura disipativa: «El estudiante es un motor
abierto que importa energia y exporta entropia.

Operacion: «<Memorizar
datos».

Comprimir: «Extraer el generador que produce los
datos (MDL)».

Error: «El error es un fracaso
que debe castigarse».

Disipacion: «El error es el calor que el motor
cognitivo necesita disipar para actualizar su
generador».

Libertad: «La libertad es
ausencia de restricciones».

Complejidad efectiva: «La libertad es la capacidad
de mantener un generador robusto acoplado a alta
entropia externan.

Dogma: «El modelo es
perfecto e inmutable».

Cristal (overfitting): «Varianza alta, sesgo bajo
(memorizacién) o sesgo alto, varianza cero (rigidez).
Se fractura ante la novedad».

Relativismo: «Ningin modelo
es mejor que otro».

Gas (underfitting): «Sesgo alto, varianza baja.
Paralisis por ausencia de modelo».

Optimo: «El punto medio
entre dogma y relativismo».

Borde del caos: «Minimo de Sesgo? + Varianza +
Ruido. Maxima Informacion Mutua I(X; Y)».

Entropia: «Minima entropia =
bueno; maxima = malo».

Complejidad efectiva: «Ni minima ni maxima
entropia; maxima complejidad estructural util».

La educacién no es la ciencia de la acumulacién. Es la ciencia de la compresion
estratégica bajo recursos finitos. Es la ingenieria de la complejidad efectiva: suficiente
orden para predecir, suficiente desorden para adaptarse.

La disciplina —el orden interno del generador— es el prerrequisito termodinamico de
la libertad externa. Sin el algoritmo de compresion, el agente es esclavo del ruido. Con
él, puede mirar al caos inabarcable del universo y decir: «Yo entiendo esto».
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Capitulo 27: Termodindamica politica y cibernética de las
instituciones: del Estado de derecho a la catastrofe penal

1. El experimento fundacional: la sociedad como estructura
disipativa

En el capitulo 26 demostramos que el cerebro humano no es un recipiente pasivo, sino
una estructura disipativa abierta (Prigogine) que mantiene su coherencia importando
energia libre y exportando entropia, mientras comprime algoritmicamente el ruido
del entorno mediante generadores cognitivos (Gcogn)-

Si escalamos esta fisica de la cognicion desde el individuo hasta la colectividad, nos
enfrentamos a la pregunta forense fundamental de la filosofia politica y el derecho:
(como puede una sociedad de millones de agentes finitos, cada uno con su
propia trayectoria, sus propios deseos y su propia entropia microscopica,
coordinarse para extraer “trabajo util” (civilizacion, bienestar, ciencia) sin
colapsar en el caos o en la tirania?

La respuesta clasica de la teoria politica ha oscilado entre la utopia del control
absoluto (el Leviatdn de Hobbes, 1651) y la fe en la espontaneidad natural (EI contrato
social de Rousseau, 1762). Pero bajo el axioma de no-reificacion (ANR) y la terna
(G, k, p), estas respuestas son insuficientes. La sociedad no es un contrato estatico; es
una red termodinamica de estructuras disipativas acopladas. Y el Estado, con sus
leyes e instituciones, no es un “padre” ni un “soberano”; es una maquina de grano
grueso (Gpacro) que intenta comprimir la inagotable variedad microscépica de los
ciudadanos en un codigo operativo finito.

Antes de proseguir, conviene aclarar el estatus epistemoldgico de este capitulo. No
pretendemos demostrar conclusiones éticas a partir de la termodindmica, como si la
fisica dictara la moral. Lo que hacemos es traducir conceptos politicos y juridicos al
vocabulario de la teoria de la informacién y la termodinamica de sistemas abiertos,
para revelar la estructura de las instituciones humanas y sus consecuencias. La fisica
describe como funciona el mundo; la ética decide qué hacer. Este capitulo usa la fisica
para iluminar las opciones, no para sustituir la deliberacién moral. Toda metafora
fisica empleada aqui —“entropia social”, “coste de disipaciéon”, “muerte térmica
social’— debe entenderse como analogia estructural rigurosa, no como identidad
literal con las magnitudes fisicas que la originan.

En este capitulo, desplegaremos la gramatica universal de los sistemas finitos para
analizar la arquitectura del Estado, la naturaleza del derecho y, de manera crucial,
someteremos a escrutinio forense la institucion mas oscura y termodinamicamente
destructiva de la modernidad: el sistema penal carcelario. Mostraremos que la
privacion de la libertad, entendida como aislamiento y castigo, no es solo una crueldad
histérica o un fracaso moral; es una incoherencia estructural con las condiciones
de viabilidad termodinamica de los sistemas vivos, un error cibernético de
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primer orden y un algoritmo pedagogico fallido que garantiza la destruccidon de la
agencia humana.

Conviene matizar desde el comienzo: no sostenemos que toda privaciéon de libertad
sea igualmente destructiva, ni que la prisidn carezca de contexto historico. La prision
surgié como alternativa humanista a la tortura y la ejecucion, y existen sistemas
penitenciarios (como el modelo nérdico de prision abierta) que incorporan
parcialmente los principios que este capitulo defiende. Nuestra critica se dirige al
modelo punitivo-aislante dominante, aquel que trata al ser humano como un cuerpo
newtoniano que puede ponerse “en pausa” sin coste, y que ignora la naturaleza
termodinamica de la persona.

2. La gramatica universal aplicada a la politica: el Estado, Ashby y
Shannon

Para entender por qué las instituciones humanas fallan o prosperan, debemos
traducir los teoremas de la fisica de la informacién al dominio de la sociologia y el
derecho.

2.1. La ley de la variedad requerida y el fin de la planificacién central

En 1956, el cibernético W. Ross Ashby formul6 su ley de la variedad requerida: “solo
la variedad puede destruir la variedad”. Para que un controlador (el Estado) pueda
regular un sistema (la sociedad), la variedad interna (capacidad de procesamiento de
informacion, k) del controlador debe ser al menos igual a la variedad del sistema
controlado (Vo).

Conviene definir operacionalmente qué entendemos por “variedad”. En teoria de la
informacién, la variedad de un sistema es el logaritmo del nimero de estados
distinguibles: V = log,(estados posibles). Para una sociedad de N agentes con
interacciones complejas, la variedad es inmensa y se aproxima a la entropia conjunta
de la red social H(X;, X5, ..., Xy), la cual escala con los grados de libertad individuales
y la complejidad de sus interacciones. El Estado, como agente finito, posee un ancho
de banda burocratico y computacional estrictamente limitado: Vggtaqo =
ancho de banda legislativo + capacidad judicial + ancho de banda policial, y este
ancho de banda es mucho menor que la variedad social (Vestado < Vsoc)-

Es crucial interpretar esta desigualdad correctamente. La ley de Ashby no dice que el
Estado deba intentar igualar la variedad social; dice que si el Estado intenta controlar
la sociedad, debe tener al menos tanta variedad como la sociedad. El totalitarismo
intenta precisamente esto: forzar Vi, = Vestago mediante la prohibicidn, la censura y
la homogeneizacidn. Al intentar microgestionar cada grado de libertad, el Estado viola
la ley de Ashby. El coste de disipacion social Cy;ss (andlogo estructural al principio
de Landauer: represion, policia, burocracia, terror) excede los recursos del sistema,
llevando a la sociedad al colapso por sobrecalentamiento informacional. Conviene
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precisar: no es el limite cudntico kzTIn2 por bit, sino el coste macroscopico de
mantener el gradiente entrdpico contra la segunda ley — energia, materia y
organizacion invertidas en sostener la coercidn.

La lectura democratica de Ashby es distinta: la variedad requerida no reside solo
en el Estado; reside en la red distribuida Estado + mercado + sociedad civil. La
sociedad autorregulada (mercado, sociedad civil, costumbres) provee la variedad
faltante. El Estado democratico delega variedad a la sociedad (subsidiariedad). Una
arquitectura cibernética canodnica que satisface Ashby sin caer en el Cristal
totalitario ni en el Gas anarquico es el modelo de sistema viable (VSM) de Stafford
Beer (1979, 1985). El VSM especifica como una organizacion puede mantener su
viabilidad mediante cinco subsistemas interconectados: Operacién (S1: unidades
autonomas), Coordinacion (S2: antioscilacion), Control/Auditoria (S3/S3*:
estabilidad), Inteligencia (S4: desarrollo futuro) y Politica (S5: identidad y propésito).
La democracia liberal es un VSM donde cada subsistema opera con autonomia local y
acoplamiento estructural. Otras arquitecturas (redes policéntricas, federalismo fiscal)
implementan principios isomorfos de variedad distribuida.

Como demostré Friedrich Hayek (1945), el sistema de precios es un protocolo de
compresion espontaneo y distribuido que condensa millones de variables
microscopicas inabarcables (sequias, preferencias, escasez) en un solo escalar (el
precio). El Estado de derecho funciona cuando acepta que no puede computar la
entropia microscépica y, en su lugar, disefia metarreglas que permiten a la sociedad
procesar su propia variedad localmente.

Pero Hayek no es toda la historia. Ronald Coase (1937, 1960) demostro6 que la firma
y el Estado surgen cuando los costes de transaccion del mercado (negociacion,
informacion, cumplimiento) superan los costes de organizacion jerarquica. El Estado
de derecho es la infraestructura que reduce costes de transaccion (definicion de
propiedad, ejecuciéon de contratos, resolucion de disputas) para permitir intercambios
que el mercado solo no lograria. El «grano grueso» legal no es solo compresion R(D);
es reduccion de incertidumbre transaccional.

La economia institucional y la teoria de la eleccidon social confirman los limites
estrictos de la computacion centralizada:

e El teorema de imposibilidad de Kenneth Arrow (1951): demostro
matematicamente que es imposible disefiar una regla de agregaciéon democratica
que transforme preferencias individuales en una funciéon de bienestar social
univoca sin incurrir en dictadura o inconsistencia légica. La “voluntad general” no
es un objeto platonico preexistente que el Estado pueda calcular; es un estado
instrumentado emergente, sujeto a la finitud de los protocolos de deliberacidn. El
teorema de Arrow es el analogo politico del teorema de incompletitud de Godel y
de la cota de Shannon: es matematicamente imposible calcular un
macroestado de «voluntad general» perfecto sin pérdida de informacion o
imposicion autoritaria.
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e La gobernanza policéntrica de Elinor Ostrom (1990): superando la falsa
dicotomia entre el control estatal leviatanesco y la privatizacién irrestricta,
Ostrom prob6é que los bienes comunes se preservan mediante sistemas
policéntricos anidados. Las comunidades locales disefian reglas de uso (Gjycal)
calibradas a su escala fisica y ecologica especifica (k), demostrando que la
arquitectura de la variedad requerida de Ashby se resuelve mediante la
descentralizacion institucional y el monitoreo distribuido. El modelo de Ostrom
es la realizaciéon empirica de la terna (G, k,p): el generador de reglas local se
calibra exactamente a la escala y a la resolucién de la comunidad.

La escala estatal k.i.q, €s el vector de recursos finitos del Estado: kegraqo =
(Kieg: Kjuds kpols Kpens Ksoc), donde cada componente mide el rendimiento real
(leyes/ano, sentencias/juez, operaciones policiales, plazas penitenciarias, gasto social
per capita). La viabilidad del sistema exige que kestago S€a suficiente para sostener
Gacro Y SUS subsistemas VSM.

2.2. El derecho como teoria de tasa-distorsion R(D)

El derecho (un cédigo civil o penal) es un algoritmo de compresién con pérdida.
Intenta tomar la infinita complejidad de las interacciones humanas y comprimirla en
un numero finito de articulos (bits).

Aqui aplicamos la teoria de tasa-distorsion de Shannon (1959). Dado un
presupuesto de bits R (la longitud finita y administrable de un cddigo legal, o mas
precisamente la tasa de procesamiento legal: el ancho de banda procesal y cognitivo
que un tribunal puede dedicar a cada caso en tiempo finito k), ;cual es la minima
distorsion D (injusticia, pérdida de matiz individual, dafio colateral) que se puede
garantizar?

Conviene definir estos términos con precision: - R es la tasa de informacion legal (el
numero de bits de informacion que un parlamento puede codificar y un tribunal
puede procesar por caso en tiempo finito k). - D es la distorsion esperada (el margen
inevitable de injusticia o dafio colateral que surge al forzar la infinita variabilidad de
los microestados humanos en categorias cerradas). - El teorema de Shannon
demuestra que es matematicamente imposible lograr distorsion cero (D = 0) con
un presupuesto finito de reglas (R < o0). La equidad judicial no es un «lujo», sino el
decodificador de correccion de errores indispensable.

La justicia es el proceso de correccion de errores que ocurre cuando el grano grueso
de la ley aplasta una particularidad microscépica vital. El juez actia como el
decodificador que intenta rescatar el microestado humano que la compresion legal
ignoro.

La democracia liberal es el disefio termodindmico éptimo. Acepta una alta entropia
microscopica (libertades individuales, mercado, privacidad) y utiliza un derecho
robusto (Gmacro) para extraer trabajo macroscopico (bienestar, infraestructura),
disipando el “calor social” (conflictos) a través de valvulas de escape institucionales
(elecciones, juicios orales, prensa libre). Conviene precisar: “trabajo util” se refiere a la
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capacidad de la sociedad de mantener y mejorar las condiciones materiales y
simbodlicas de vida; “calor social” es la disipacién de recursos en conflictos no
productivos.

Un punto crucial que conecta el derecho con el PTO: la cosa juzgada (res iudicata) y la
prescripcion son la materializacion juridica del principio de terminacion
ontoldgica. Un juicio infinito violaria el PTO y destruiria a los agentes (victima y
acusado) por agotamiento de recursos (k — o). El Estado, mediante la cosa juzgada,
declara una regla de parada forzosa: acepta una distorsion D > 0 (el riesgo de que
un veredicto sea una aproximacion imperfecta de la verdad material) con tal de
garantizar que el generador juridico termine y entregue un estado instrumentado (una
sentencia ejecutable). La justicia humana es finita; por eso requiere el PTO.

2.3. La diagonal de Cantor y la textura abierta del derecho

En el epilogo de esta obra demostramos que la diagonalizaciéon de Cantor no es solo
una paradoja matematica, sino la prueba de la inagotabilidad algoritmica de todo
sistema formal finito. Dada cualquier lista recursiva de reglas generadoras, siempre se
puede construir un elemento que escape a la lista.

Conviene precisar la aplicacion al derecho. El C6digo Penal es una particion finita del
espacio de conductas humanas: un conjunto finito de categorias (“hurto”, “homicidio”,
“fraude”). La vida humana genera trayectorias de complejidad efectiva no acotada. La
imposibilidad de cubrir un espacio rico con una particion finita es, en rigor, una
consecuencia de la finitud de R (tasa-distorsion) combinada con la riqueza del
espacio de conductas; la conexion con la diagonal de Cantor es
analégica/estructural, no un corolario formal directo. La “diagonal” de la experiencia
humana se construye combinatoriamente: dada cualquier enumeracion de tipos
penales Cy, C5, ..., Cy,, la vida humana siempre puede generar una conducta d que, para
cada categoria C,, difiera de su nucleo definitorio en al menos un rasgo esencial
contextual. La diagonal juridica es el caso limite que escapa sistematicamente a la
taxonomia recursiva del cédigo, demostrando que el espacio de conductas es
algoritmicamente inagotable para cualquier particion finita.

Esta idea tiene un linaje juridico preciso: H. L. A. Hart (1961) demostroé la “textura
abierta” del derecho (open texture): las normas generales expresadas en lenguaje
natural tienen un nucleo de certeza y una penumbra de incertidumbre ante casos
limite. La textura abierta es el correlato juridico de la inagotabilidad algoritmica: la
vida empirica engendra continuamente casos singulares que escapan a la lista
recursiva de los tipos penales. Lon L. Fuller (1964) formul6 los ocho principios de
legalidad interna del derecho (congruencia, no contradiccidn, inteligibilidad), que
coinciden punto por punto con los requisitos de un protocolo generador computable
Gacro bajo el PTO.

El juez no es un autémata que aplica la categoria macroscépica ciegamente. El juez es
el operador que resuelve w — decision para los casos que caen en la frontera UdC;. La
equidad judicial (desde Aristételes hasta Hart) no es una «concesion piadosa», sino el
algoritmo de descompresion adaptativa que inyecta informacion contextual local
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para cancelar la distorsion D que el cddigo macroscopico Gpacro N0 pudo prever. El
juez actiia como un oraculo de Turing para los casos donde el algoritmo legal entra
en un bucle infinito (contradiccion de normas) o es incompleto (laguna legal).

3. La catastrofe penal: una incoherencia estructural

Si aplicamos esta gramatica de la finitud a la institucién de la prisién y la privacion
de la libertad, el veredicto de la ontologia operativa es devastador. El sistema penal
carcelario, tal como se concibe y ejecuta en su modalidad punitivo-aislante dominante,
es una aberracion que viola simultaneamente las condiciones de viabilidad
termodinamica de los sistemas vivos, la cibernética de la autonomia y la pedagogia.

3.1. La ficcidn de la inercia y el aislamiento de la estructura disipativa

La mecdnica newtoniana postula la “inercia”: un cuerpo puede ser aislado y
mantenido en reposo o movimiento sin coste termodindmico. El sistema penal asume
esta misma ficcion newtoniana aplicada a la biologia y la sociologia: asume que un ser
humano puede ser “extraido” de su entorno, aislado en una celda (puesto en reposo),
y “pausado” durante afios sin sufrir degradacion, para luego ser devuelto a la sociedad
en el mismo estado en que fue retirado.

Pero, como demostramos en el capitulo 26 y en la fisica de Prigogine, un ser humano
no es un cuerpo newtoniano; es una estructura disipativa abierta y un sistema
autopoyético (Maturana y Varela, 1972). Mantenemos nuestra coherencia
psicoldgica, econémica y social importando “energia libre” de alta calidad: el afecto de
la familia, el proposito del trabajo, la confianza de la comunidad, el rol social. La
detencion penal es un aislamiento del acoplamiento estructural psicosocial. Al
amputar los vinculos familiares, laborales y comunitarios, se priva a la estructura
disipativa de los flujos que la sostienen (d,S = 0 en lo que respecta a la red
sociocultural).

Conviene aclarar una distincién importante: la prisién no anula el metabolismo
biolégico basal (el prisionero respira, come, excreta); lo que amputa es el
acoplamiento estructural con la red sociocultural que sostiene su identidad. El
“alimento” de la estructura disipativa psicologica es la informacién mutua (/(X;Y))
con la familia, el trabajo y la comunidad. Al forzar un aislamiento informativo y
afectivo, la entropia algoritmica de la identidad del sujeto se degrada.

El resultado es ineludible: la estructura se degrada. La ecuacién de balance entrépico
de Prigogine:

ds =d,S+d;S
donde d;S = 0 es la produccién interna de entropia (segunda ley) y d.S es el flujo de
entropia intercambiado con el entorno. Al confinar al agente, el sistema penal fuerza

d.S — 0 en los flujos sociales y afectivos, interrumpiendo la importaciéon de energia
libre sociocultural. Como la produccién interna de entropia por estrés y aislamiento
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(d;S) contintia activa, la entropia interna de la identidad del individuo diverge,
induciendo el colapso de sus esquemas cognitivos y afectivos. El aislamiento no
«corrige»; disuelve termodinamicamente la estructura del yo. Lo que la sociedad llama
“cumplimiento de condena” es, en realidad, la induccion forzada de la muerte térmica
social y psicoldgica del individuo.

Conviene aclarar que esta es una analogia estructural rigurosa, no una aplicacién
literal de la termodinamica. La privacion de libertad no viola las leyes de la fisica (que
se cumplen siempre); viola las condiciones de viabilidad termodinamica de los
sistemas vivos (autopoiesis / estructura disipativa abierta). Un ser humano no
puede mantenerse coherente sin intercambio con su entorno social.

3.2. La cibernética de primer orden: la destruccion de la variedad

(Por qué encierra la sociedad a los transgresores? La cibernética clasica (primer
orden) dicta que, si un subsistema (el ciudadano) perturba el macroestado (la ley), el
controlador (el Estado) debe reducir la variedad del subsistema a cero para restaurar
el orden.

Conviene definir estos términos. La cibernética de primer orden (Wiener, Ashby)
trata al sistema como objeto a controlar por un observador externo. La cibernética
de segundo orden (Heinz von Foerster, 1974) incluye al observador en el sistema y
reconoce que el objetivo de la regulacién es la autonomia de los subsistemas, no el
control externo perpetuo. Maturana y Varela desarrollaron la nocién de autopoiesis:
los sistemas vivos se producen continuamente a si mismos a través de la interaccion
con el entorno.

Conviene precisar el salto normativo: von Foerster hizo una afirmacion epistemoldgica
(el observador es parte del sistema), no una afirmaciéon normativa (que el objetivo
deba ser la autonomia). La preferencia por la autonomia es una elecciéon ética
adicional que este tratado adopta explicitamente, informada por la fisica de sistemas
vivos pero no deducida de ella.

La carcel es el mecanismo institucional para anular los grados de libertad del agente,
tipico de la cibernética de primer orden. Pero al destruir la variedad interna del
individuo (su capacidad de decidir, de trabajar, de socializar), el Estado destruye su
adaptabilidad. El Estado no “rehabilita”; amputa. Y al hacerlo, viola los principios de
la cibernética de segundo orden, cuyo objetivo (adoptado éticamente) no es el control
perpetuo, sino la autonomia. La prision es un dispositivo antiautopoyético:
desmantela la red de produccién de la identidad social del recluso.

3.3. El fracaso pedagdgico: la prisionalizacion como sobreajuste (Cristal)

Si la educacioén es la instalacion de generadores (G) para navegar el entorno (capitulo
26), debemos preguntar: ;qué generador cognitivo y social (G..g,) se adquiere en
la carcel?
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El entorno carcelario es un bano térmico de alta entropia (violencia, hacinamiento,
arbitrariedad, mafias internas). Es la patologia del Gas. Para sobrevivir a este Gas, el
individuo no tiene mas remedio que desarrollar un generador interno ultrarigido,
defensivo, desconfiado y violento. Se “sobreajusta” (overfitting) al entorno carcelario.
Desarrolla la patologia del Cristal.

Este fenomeno fue documentado empiricamente por la sociologia carcelaria desde
hace mas de ocho décadas: Donald Clemmer (1940) acufié el término “prisonizacién”
para describir exactamente este proceso de adaptacién a la subcultura carcelaria. Lo
que el capitulo 26 formalizé como “sobreajuste al ruido” ya habia sido observado por
la criminologia clasica. La reformulaciéon en términos de sesgo-varianza es una
traduccion operativa de un fendmeno ya documentado, no una especulacién sin
respaldo.

Conviene precisar la analogia estadistica. El sobreajuste (overfitting) en aprendizaje
automatico se refiere a un modelo que se ajusta a ruido y generaliza mal. Aqui, el
entorno carcelario no es “ruido” en sentido estadistico; es un entorno real con sus
propias regularidades. Pero la logica es isomorfa: el agente desarrolla un generador
adaptado a un entorno patolégico, y cuando se le transfiere a un entorno diferente, el
generador falla catastroficamente. La varianza del generador es altisima ante el
entorno libre: no sabe cémo operar en la complejidad de un mercado laboral, de una
relacion familiar sana o de la resolucién pacifica de conflictos.

Cuando el Estado libera al individuo, lo devuelve a la sociedad libre con un generador
sobreajustado a la carcel. El resultado es la reincidencia. El sistema penal “ensef6” al
agente a sobrevivir en el ruido, destruyendo su capacidad de generar orden en la
libertad. La evidencia criminoldgica es contundente: la prisién punitivo-aislante no
reduce la reincidencia; la incrementa. Estudios comparados (por ejemplo, el sistema
noruego de prision abierta) muestran que el mantenimiento de vinculos sociales y la
transferencia de competencias reducen drasticamente la reincidencia. La criminologia
contemporanea mas avanzada converge con este principio: John Braithwaite (1989)
demostroé en su teoria de la vergiienza reintegrativa (reintegrative shaming) que las
sociedades mas seguras no son las que castigan con mayor crueldad, sino las que
saben como reprobar la conducta transgresora sin destruir el vinculo con el agente. La
prision punitiva tradicional ejerce una vergiienza estigmatizante: corta los enlaces del
nodo con la comunidad, forzando al transgresor a buscar acoplamiento en subculturas
delictivas de alta entropia (las mafias carcelarias). La justicia restaurativa ejerce un
protocolo de reconexién topoldgica: desaprueba el delito pero sostiene la estructura
disipativa del individuo mediante rituales comunitarios de responsabilizacidn,
reparacion y reconciliacion.

3.4. La ficcidn de la tasa-distorsion y los «derechos humanos»

El sistema penal comete un error de categorizacion termodinamica en su funcién
de tasa-distorsion R(D).

El Estado comprime la complejidad de un conflicto social en un cédigo binario:
Inocente / Culpable — Libertad / Prision.
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e La distorsion declarada (Dgeclaraqa): €l Estado y las leyes declaran que la
distorsion (el dafio colateral) es minima y aceptable, porque los protocolos de
«derechos humanos» garantizan que el recluso tendra “techo, comida y visitas”.

e La distorsion real (D, ): la destruccion irreversible de la trayectoria vital, el
trauma psicolégico, el estigma social, la ruina econémica de la familia y la pérdida
de capital humano para la sociedad.

Conviene matizar la critica. Los derechos humanos son el intento operativo de acotar
Dyea1 (establecer un piso de distorsion tolerable). El fallo no es la declaracién de
derechos humanos, sino la brecha estructural entre Dyeclarada (€stdndares minimos
intramuros) y D¢, (dafio sistémico de la prision). La «ficciéon de grano grueso» es la
categoria juridica «preso = sujeto de derechos plenos salvo libertad», que oculta la
realidad termodindmica «preso = estructura disipativa amputada». Los derechos
humanos son necesarios pero insuficientes: certifican el suelo de la celda, pero ignoran
el colapso de la estructura disipativa del recluso. La ontologia operativa exige medir
D.eaq en la trayectoria vital posterior a la liberacion, no en el cumplimiento de
estandares intramuros.

Conviene operacionalizar la métrica de distorsion: D=
E asos[dafio(resultado legal, resultado justo ideal)], donde «resultado justo ideal» es la
solucién del caso con informacion perfecta y recursos infinitos (inalcanzable, ideal
regulativo, analogo a la media poblacional u del capitulo 22). En la practica, Doy Se
aproxima mediante indicadores criminolégicos medibles: tasa de reincidencia a 3/5
afos, AVAD (afios de vida ajustados por discapacidad) perdidos, tasa de empleo
posterior a la liberacion, prevalencia de TEPT/depresion, coste fiscal total por
trayectoria delictiva. Estos son los «bits de distorsion» que el sistema penal real
genera. En el sistema penal, Dyea1 > Dgeclarada-

El sistema penal es un compresor legal que aplasta el microestado vital del ciudadano
y llama “justicia” al residuo incompresible que queda en la celda.

4. Hacia una justicia restaurativa: la cibernética de Ia
emancipacion

Si la detencién penal es una incoherencia estructural con la termodindmica de
sistemas abiertos y un algoritmo de aprendizaje fallido, la ontologia operativa exige
un nuevo paradigma. La transgresién de una norma no es un “pecado” que requiera
expiacion mediante sufrimiento (una vision teoldgica y termodinamicamente estéril).
La transgresion es un fallo en el generador de acoplamiento social del individuo, o
un sintoma de que el entorno social no le proporcioné los generadores (G) necesarios
para navegar su realidad sin dafiar a otros.

Una justicia basada en la ontologia operativa (G, k,p) y en la cibernética de segundo
orden requiere un giro copernicano:
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1. Andamiaje en lugar de aislamiento (mantener la estructura disipativa): El
Estado no debe cortar los flujos de la estructura disipativa. La “pena” no debe implicar
la amputacion de los vinculos familiares, laborales y comunitarios. El Estado debe
actuar como un andamiaje temporal (en el sentido de Vygotsky) que ayude a reparar
los vinculos rotos, manteniendo al individuo acoplado a la red que le da sentido y
estructura.

2. Transferencia de variedad (la verdadera rehabilitacion): Siguiendo la lectura
emancipadora de la ley de Ashby, el objetivo del sistema no es reducir los grados de
libertad del transgresor a cero, sino dotarlo de nueva variedad interna. La
educacion real, el acceso a oficios, la terapia psicoldgica y la mediacién no son
“beneficios” carcelarios; son los generadores (Gogn) que el Estado debe instalar para
que la variedad interna del individuo iguale la complejidad de la sociedad a la que
debe reinsertarse.

Conviene precisar el orden causal termodinamico de esta transferencia. El transgresor
no puede «invertir trabajo util W en reparar la red» si su estructura disipativa esta en
muerte térmica. La ontologia operativa dicta:

38. Restauracion de flujos (andamiaje / Vygotsky): reestablecer
Lafector Ipropésitor Iconfianza (vinculos, terapia, vivienda, ingreso basico). Coste: kgq
(recursos sociales del Estado).

39. Instalacion de generadores (transferencia de variedad): educacion, oficios,
Geogn Para navegar complejidad libre. Coste: kipain (tiempo, energia).

40. Exigencia de reparacion (trabajo util W): solo después de (1) y (2), la
estructura disipativa tiene la energia libre necesaria para exportar entropia
reparando el dafio a la victima/comunidad (servicio, indemnizacién, mediacién).

Saltar al paso 3 sin 1 y 2 es exigir trabajo a un motor sin combustible: genera mas
entropia (frustracidn, fracaso, reincidencia).

3. Reparacion del tejido (termodinamica de redes): El dafio (el delito) aumenté la
entropia local de la red social (la victima, la comunidad). La “pena” no debe ser infligir
mas entropia al transgresor (lo cual solo aumenta la entropia global del sistema y
genera mas coste de disipacion social en forma de violencia), sino obligar y facilitar
que el transgresor invierta trabajo util (W) en reparar la red (restauracion
econdmica, servicio comunitario, mediacibn con la victima). En términos
termodinamicos, W es la inversién de energia metabolica del ofensor para reducir la
entropia (incertidumbre, miedo, pérdida material) de la victima. El ofensor debe
“pagar” el coste de disipaciéon de borrar el desorden que introdujo, a expensas de su
propia energia libre. En términos de la teoria de tasa-distorsion, el trabajo util W del
ofensor es la transmision de «bits de correccién» (reparaciéon material, servicio,
reconocimiento) destinados a reducir la distorsién D en el estado de la victima. La
justicia restaurativa reconoce que existe un «ruido de fondo» irreducible (el trauma
que ninguna compensacion puede borrar por completo), pero exige que el ofensor
agote su capacidad de trabajo W para llevar la distorsiéon de la victima al minimo
termodinamicamente posible.
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4. El juez como computador de la diagonal de Cantor: El sistema legal debe
reconocer que el Cédigo Penal es una lista recursiva incompleta. El juez no debe ser un
autémata que aplica la categoria macroscopica ciegamente. El juez debe tener la
herramienta institucional para computar la “diagonal” de Cantor: leer el microestado
incompresible (el contexto, la historia, la necesidad) y ajustar la respuesta del sistema
para evitar que la compresion legal destruya la vida que pretende regular. El juez
opera bajo escala k y precisién p finitas: puede rescatar el microestado solo dentro de
los recursos de informacion y tiempo disponibles, y debe declarar el margen de error
de su decision. Esto evita tanto el automatismo ciego como la arbitrariedad.

5. Auditoria cibernética del sistema (el bucle metasistémico): Un sistema que
delega la correccion de la diagonal de Cantor a jueces individuales sin
retroalimentacion sistémica comete el error de confiar en la bondad del componente
en lugar de la robustez de la arquitectura. La gramatica universal exige:

e Registro de “diagonales” (casos limite): base de datos publica de sentencias
donde el juez se apart6 del cddigo estricto por equidad. Permite detectar
patrones: si cierto articulo genera muchas diagonales, el articulo estd mal escrito
(alta distorsion D). Gatillo de revision: si Ngjzg(articulo;) > Opiico (umbral
definido por comisién mixta), se activa automaticamente iniciativa legislativa de
reforma para ese articulo.

e Revision legislativa: mandato periddico de reentrenamiento de Giegisiativo
usando los datos de diagonales para reducir D en la proxima version del Codigo.

e Control de deriva: auditoria independiente de que la “transferencia de variedad”
(rehabilitacion) recibe kip5i, real (presupuesto, personal, infraestructura) y no se
convierte en retorica vacia.

Sin este bucle metasistémico, la “justicia restaurativa” es solo otra intencion reificada.

5. Conclusidn: la gramatica de la dignidad humana

Hemos sometido la organizacion social y el sistema penal al escrutinio forense de la
gramatica universal de los sistemas finitos. Hemos mostrado que las instituciones
humanas no estan exentas de las leyes de la teoria de la informacién y la
termodinamica de sistemas abiertos, y que el sistema penal punitivo-aislante es una
incoherencia estructural con las condiciones de viabilidad de los sistemas vivos y la
cibernética de la autonomia.

Conviene reconocer el estado del arte que esta reconstruccién integra. Este capitulo
sintetiza tradiciones convergentes:

e Cibernética de gestion / VSM: Stafford Beer (1979, 1985), Espejo y Harnden
(1989) — arquitectura de la variedad requerida.

e Andlisis economico del derecho / costes de transaccion: Coase (1937, 1960),
Williamson (1985), Shavell (2004), Posner (1973) — derecho como reduccién de
incertidumbre.
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e Teoria de la eleccion social: Kenneth Arrow (1951) — Ilimites de la agregacién
democrdtica.

e Gobernanza de bienes comunes: Elinor Ostrom (1990) — policentrismo y
monitoreo distribuido.

e Teoria de sistemas / derecho: Niklas Luhmann (1993) — derecho como cédigo
binario legal/ilegal que reduce complejidad.

e Criminologia critica / abolicionismo: Foucault (1975), Christie (1981),
Mathiesen (1990), Zehr (1990), Braithwaite (1989), Clemmer (1940) — prisidén
como fracaso sistémico / justicia restaurativa.

e Termodinamica / cibernética de segundo orden: Prigogine (1977), von
Foerster (1974), Maturana y Varela (1972) — autonomia, autopoiesis, estructuras
disipativas.

e Teoria del derecho: H. L. A. Hart (1961), Lon L. Fuller (1964) — textura abierta
del derecho, principios de legalidad interna.

Nuestro aporte es la disciplina operativa (G, k,p) + ANR/PTO que obliga a estas
tradiciones a declarar sus costes, sus precisiones y sus reglas de parada, prohibiendo
la reificacion del «Estado omnisciente», del «Cddigo perfecto» o del «sujeto
descartable».

Conviene reformular la nocién de “dignidad humana”. No pretendemos deducir la
dignidad de la termodindmica; la dignidad es un principio ético. Lo que la ontologia
operativa aporta es una caracterizacion fisica de la capacidad de agencia: un ser
humano es un agente dotado de una terna (Gcogn, k, p), cuya autonomia depende de la
preservacion de su estructura disipativa y de su variedad interna. La dignidad, como
propuesta ética, consiste en el reconocimiento de que ningin agente finito tiene el
derecho moral de aislar, pausar y destruir la estructura disipativa de otro ser
humano. Esta no es una consecuencia logica de la fisica; es una elecciébn moral
informada por la fisica.

Para cerrar, observemos como esta ontologia transforma la gramatica con la que
describimos la politica y la justicia:

Gramatica reificadora (politica Gramatica operativa (termodinamica politica /
y derecho clasicos) (G, k,p))

Grano grueso: «El Estado es un Gy, ;0 que
comprime la variedad social (Ashby) con un coste de
disipacién Cyjss (friccion/coerciéon)».

Sustantivo: «El Estado es el
soberano que impone orden».

Codigo R(D): «Laley es un algoritmo de compresion

Objeto: «La ley es la verdad con pérdida que tolera una distorsion D (injusticia

moral universal».

residual)».
El transgresor: «Un criminal Estructura disipativa: «Un agente cuyo
que debe pagar con acoplamiento con la red ha fallado y cuyos flujos
sufrimiento». vitales no deben ser amputados».
La prision: «Un lugar de Aislamiento letal: «La interrupcion forzosa del
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reposo y castigo (inercia)». acoplamiento estructural de una estructura
disipativa, induciendo muerte térmica social».

La rehabilitacion: Transferencia de variedad: «Instalaciéon de nuevos
«Arrepentimiento moral en generadores (Gcogn) para navegar la complejidad
aislamiento». libre (cibernética de segundo orden)».

Sobreajuste (Cristal): «El agente se ajusta al ruido
de la carcel y colapsa (reincide) ante la varianza de
la sociedad libre».

El resultado penal: «Justicia
servidan.

Los derechos humanos:
«Garantias suficientes dentro
de la celda».

Piso de distorsion: «D,,;,, necesario pero
insuficiente frente al dafio sistémico D¢ ;».

Mantener el sistema carcelario punitivo-aislante es sostener una institucién
antieducativa e incoherente con la termodinamica de sistemas abiertos. Es pagar un
coste de disipacion social astronémico para producir un resultado que viola todas las
leyes del aprendizaje y de la conservacion de la complejidad efectiva.

La verdadera justicia, al igual que la verdadera educacién, no es la que reduce la
entropia del individuo a cero mediante la jaula (el Cristal totalitario). La verdadera
justicia es aquella que repara la red, transfiere variedad reguladora y maximiza la
complejidad efectiva del agente, permitiéndole volver a ser un motor termodinamico
abierto, capaz de extraer trabajo util para si mismo y para la civilizaciéon de la que
forma parte.

La dignidad humana, bajo la luz de esta obra, no es una abstraccién metafisica. Es una
eleccion ética informada por el reconocimiento termodinamico y cibernético de que
ningun agente finito tiene el derecho moral de aislar, pausar y destruir la
estructura disipativa de otro ser humano.
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Epilogo general: la gramatica universal de los sistemas finitos

De la termodinamica del vacio a la cibernética de las instituciones
humanas

1. El principio unificado: (G, k, p) como ley de los sistemas reales

Hemos recorrido un camino largo. En el Tomo [ establecimos que el objeto
matematico no es una entidad platénica suspendida en un cielo abstracto, sino un
estado instrumentado definido por una terna (G, k, p): una regla generadora finita,
una escala de recursos disponibles, y una precisidon declarada. Enunciamos el axioma
de no-reificacion (prohibicion de tratar procesos infinitos como objetos estaticos) y el
principio de terminaciéon ontoldgica (toda operacion legitima debe terminar y
entregar un estado).

En los tomos subsiguientes aplicamos esta gramatica a cada dominio del
conocimiento:

e En el Tomo II (Aritmética finita), demostramos que los nimeros naturales son
secuencias finitas de marcas, que las operaciones aritméticas son generadores
con costes computacionales explicitos, y que los irracionales son instrucciones
pendientes de ejecucion, no cantidades completadas.

e En el Tomo III (Analisis finito), reconstruimos el calculo sobre moédulos de
convergencia, eliminando los limites asintoticos inalcanzables y reemplazandolos
por garantias finitas de aproximacidn.

e En el Tomo IV (Algebra finita), mostramos que las estructuras algebraicas son
generadores de simetria, no conjuntos completados.

e Enel Tomo V (Fisica finita), demostramos que la mecanica cuantica es colapso de
superposiciones bajo acoplamiento fisico, que la gravedad es elasticidad
entropica de una red causal discreta, y que el universo es un computador
cuantico que descomprime algoritmicamente su estado inicial. Conviene recordar
que esta ultima afirmacién es la hipétesis interpretativa central del Tomo V
(siguiendo a Wheeler, Lloyd y Deutsch), no un hecho empirico directo.

e Enel Tomo VI (Epistemologia y metarreglas), aplicamos la misma gramatica a la
ciencia, la estadistica, la probabilidad, la logica, la pedagogia y el derecho,
demostrando que todas son instituciones de agentes finitos que gestionan la
ignorancia bajo recursos limitados.

Ahora, al final del camino, podemos formular la tesis central de toda la obra:
La terna (G, k, p) no es una herramienta matematica mas. Es la gramatica universal de los sistemas finitos.

Esta gramatica gobierna, con la misma estructura formal, el comportamiento de un
foton que viaja por el vacio, la expansiéon decimal de un ndmero irracional, la
compresion de un archivo de datos, y la promulgacion de una ley constitucional. En
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todos los casos, un agente finito (una particula, un algoritmo, un cerebro, un Estado)
ejecuta un generador G con recursos k limitados, produciendo un resultado con
precision p finita, y pagando el coste termodindmico de Landauer por cada bit que
borra en el proceso.

Conviene precisar el alcance de esta afirmacion. La gramdtica es la misma en
estructura formal: los papeles de G, k, p y del coste de terminacién se corresponden
isomorficamente entre dominios. No afirmamos que un fotdn posea una terna (G, k, p)
como atributo mental, ni que el derecho sea un fenémeno atémico; afirmamos que la
descripcion operativa 6ptima de cada dominio cabe en esa terna. La identidad es
cibernética y computacional, no fisica en sentido reduccionista.

Este epilogo es la demostracion de esa unidad. Mostraremos que la inercia
newtoniana, la diagonal de Cantor, la entropia de Boltzmann y la ley de la variedad
requerida de Ashby son, en el fondo, manifestaciones de la misma ley: la gestion de la
finitud por agentes que deben terminar sus operaciones antes de que se agoten
Sus recursos.

2. Tres puentes formales: la identidad cuantitativa entre fisica,
informacion y computacion

Para que esta unidad no sea una metafora poética sino una identidad estructural
rigurosa, debemos establecer tres puentes formales que conectan los dominios sin
colapsarlos.

Conviene anticipar una nota sobre el metalenguaje. Los tres puentes que siguen se
enuncian en el metalenguaje clasico (ZFC, andlisis estandar, teoria de la medida),
usando limites asintoticos (n — o0), secuencias infinitas y medida de Lebesgue. Esto
no contradice el axioma de no-reificacion ni el principio de terminaciéon ontoldgica:
estos teoremas clasicos funcionan como certificados de correspondencia
asintotica. La ontologia operativa (G, k,p) los internaliza y los finitiza mediante
versiones de bloque finito que sefialaremos en cada caso. La identidad cuantitativa es
asintoticamente exacta en el metalenguaje clasico, y operativamente aproximada
con error controlado por k y p en la ontologia finita.

2.1. Puente Boltzmann-Shannon: la entropia como magnitud relacional
objetiva

En 1877, Ludwig Boltzmann estableci6 que la entropia termodindmica es
proporcional al logaritmo del numero de microestados compatibles con un
macroestado:

S = kglnf.

En 1948, Claude Shannon defini6é la entropia informacional de una distribucién de
probabilidad:
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Durante décadas se debati6 si estas dos férmulas eran “andlogas” o “idénticas”. La
respuesta operativa es que son cuantitativamente idénticas, mediadas tnicamente
por un cambio de base logaritmica y una constante de escala fisica.

Si un macroestado esta compuesto por {2 microestados equiprobables, la probabilidad
de cada microestado es p; = 1/12. Sustituyendo en Shannon:

Z logz( ) = log, (2.

Multiplicando por la constante de conversion kgln(2):
S =kpIn(2) - H = kzIn(2)log,N2 = kglnf.

Esta ecuacidn es la prueba cuantitativa de que la entropia termodinamica y la entropia
informacional miden la misma magnitud fisica bajo convenciones distintas de
escala. Conviene precisar las unidades: la constante kgln(2) = 9,57 X 10724 J/K es la
entropia minima transferida al entorno por cada bit de informacion borrado, es
decir, un factor de conversiéon entre bits y entropia termodindmica. La energia
minima que debe disiparse como calor al borrar un bit a temperatura T es el principio
de Landauer:

Eminima = kB TIn2.

A temperatura ambiente (T = 300 K), Epinima = 2,9 X 10721 J. En la ontologia
operativa, este coste se materializa en cada operacion finita de borrado real, no en un
limite asintoético.

Consecuencia ontoldgica: La entropia no es una sustancia, ni es “ignorancia” en el
sentido psicoldgico subjetivo. Es una magnitud relacional objetiva: cuantifica la
informacién que falta para especificar el microestado exacto, dado un acoplamiento
fisico con precision p. Dos agentes con el mismo instrumento (Gpacro, ) Obtendran
exactamente la misma entropia. La entropia mide, en bits, la capacidad de
almacenamiento de informacién del espacio de fases que permanece inaccesible dada
la resolucion fisica del acoplamiento.

2.2. Puente Shannon-Kolmogorov: la propiedad de equiparticion asintética

El segundo puente conecta la teoria de la informaciéon de Shannon con la complejidad
algoritmica de Kolmogorov, Chaitin y Solomonoff (descubrimiento multiple e
independiente, que conviene reconocer como tal).

En 1948, Shannon demostro el teorema de codificacion sin ruido: una fuente con
entropia H no puede comprimirse, en promedio, a menos de H bits por simbolo sin
pérdida de informacién. La propiedad de equiparticiéon asintdética (AEP) muestra
que, para secuencias largas de una fuente ergddica estacionaria (es decir, una fuente
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cuyas propiedades estadisticas no cambian con el tiempo y cuyo promedio temporal
coincide con el promedio sobre el conjunto de secuencias posibles), casi toda la
probabilidad se concentra en un conjunto de secuencias “tipicas” cuyo tamafio es
aproximadamente 2™¥, todas aproximadamente equiprobables.

En 1965, Kolmogorov defini6 la complejidad algoritmica K(x) de una secuencia
finita x como la longitud del programa mas corto que la genera. El teorema de
Brudno (1983) establece que, para fuentes ergddicas:

. K(xT)
lim

n—-oo n

= H casiseguramente.

Conviene sefialar que, en sistemas dindmicos continuos y mapas cadéticos, la entropia
H que aparece aqui es la entropia métrica de Kolmogorov-Sinai (1958/1959), que
mide la tasa a la que un sistema fisico genera nueva informacién por unidad de tiempo
debido al caos microscopico. El teorema de Brudno demuestra que la tasa asintética
de complejidad de Kolmogorov de una trayectoria coincide casi seguramente con la
entropia métrica del sistema. La descompresion cdsmica del Big Bang es el despliegue
dindmico de este flujo de Kolmogorov-Sinai a través de la red causal.

La ontologia operativa finitiza este puente mediante la teoria de informacion de
bloque finito (Polyanskiy, Poor y Verdu, 2010), que establece cotas operativas para n
finito: K(x?) ~ nH +VnV®~1(€) + 0(logn), donde V es la dispersién de la fuente.
Esta version de bloque finito es la que satisface el principio de terminacion ontologica:
la identidad es aproximada con error controlado pork =nyp =e.

Consecuencia ontoldgica: Un gas en equilibrio térmico es, informacionalmente, un
archivo que ya no se puede comprimir. El conjunto tipico de microestados tiene
tamafio 2™, y cualquier algoritmo que intente encontrar patrones macroscopicos
explotables fracasara. La segunda ley de la termodinamica dicta que, en promedio, no
puedes extraer trabajo de un sistema cuando tu algoritmo de compresion (Gpacro) V@
no encuentra patrones deterministas que explotar. La “muerte térmica” no es el cese
del movimiento; es el agotamiento de la compresibilidad algoritmica.

2.3. Puente computabilidad-medida: el teorema de Martin-Lo6f

El tercer puente conecta la teoria de la computabilidad con la teoria de la medida.

En 1966, Per Martin-Lof defini6 rigurosamente qué significa que una secuencia
infinita sea “aleatoria”: una secuencia es aleatoria (en el sentido de Martin-Lo6f) si pasa
todos los tests estadisticos de aleatoriedad computables, es decir, si no pertenece a
ningun conjunto nulo constructivo.

El teorema fundamental es: el conjunto de reales que no son algoritmicamente
aleatorios tiene medida de Lebesgue cero.

Conviene distinguir aqui dos niveles de explicacion. El hecho de que los nimeros
“nombrables” —los computables, los algebraicos, cualquier niimero con un generador
finito conocido— formen un conjunto numerable y, por tanto, de medida de Lebesgue
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nula, es una consecuencia elemental de la teoria de conjuntos: todo conjunto
numerable dentro de un continuo no numerable tiene medida cero,
independientemente de cualquier consideracion de aleatoriedad algoritmica. El
teorema de Martin-Lof anade algo genuinamente mas fino: ni siquiera definiciones
computables sofisticadas pueden capturar mas que un conjunto de medida nula. La
robustez del “cero” —su resistencia a cualquier refinamiento computacional— es lo
que Martin-Lof demuestra.

La ontologia operativa finitiza este puente mediante la complejidad de Kolmogorov
para secuencias finitas con recursos acotados (Hartmanis, 1983): una secuencia
finita x es “aleatoria para un agente con recursos k” si KP°Y®(x) > |x| — ¢, donde
KPo(®) es la complejidad de Kolmogorov restringida a programas con recursos k. El
teorema de Martin-Lof es el limite idealizado (k — o0) de esta nocidn operativa.

Consecuencia ontoldgica: La inmensa mayoria de “los niimeros reales” de los que
habla la matemadtica clasica nunca podran ser nombrados, escritos, ni referidos
individualmente por ningiin matemdatico humano ni maquina, en toda la historia del
universo. No por falta de tiempo, sino como consecuencia de un teorema. El continuo
platonico es, operativamente, un reservorio de ruido algoritmico inaccesible para
cualquier agente finito. Conviene aclarar que la matemadtica cldsica no necesita
nombrar cada numero real individualmente; puede demostrar teoremas sobre todos
ellos sin enumerarlos. La critica es valida en el marco operativo, pero no debe
presentarse como una refutacién de la matematica clasica.

Estos tres puentes establecen que la termodinamica, la teoria de la informacidn y la
computabilidad no son disciplinas separadas que “se parecen”. Son tres lenguajes
distintos para describir la misma realidad: la gestion de la finitud por agentes que
deben comprimir, computar y decidir bajo recursos limitados.

3. La diagonal de Cantor como teorema de inagotabilidad
operativa

En el Tomo I abordamos la diagonalizaciéon de Cantor desde la perspectiva de la lo6gica
constructiva. Aqui, al final de la obra, podemos revelar su significado operativo mas
profundo.

3.1. La lectura constructiva de la diagonal

La “paradoja” aparente de Cantor —“si la lista R contiene todas las combinaciones
posibles, ;como puede la diagonal alterada no estar en la lista?”— se disuelve por
completo a nivel puramente finito y l6gico, sin necesidad de invocar termodinamica ni
infinitos actuales.

Tome cualquier lista finita de N cadenas de N digitos cada una. El argumento diagonal
cambiar el digito i-ésimo de la fila i-ésima— produce, trivialmente, una cadena de N
digitos que difiere de cada una de las N filas en al menos una posicién, y por tanto no
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estd en la lista. Esto no es una paradoja: es un hecho combinatorio elemental sobre
funciones no sobreyectivas.

La versidn infinita (numerable) de Cantor es la misma idea aplicada a listas indexadas
por N, y no requiere aceptar N como totalidad completada: basta con que, para cada
fila n que exista, se pueda calcular el digito n-ésimo alterado. Es una operacion
perfectamente compatible con el infinito potencial que la obra acepta. Esta lectura
potencialista de la diagonalizacion es la defensa clasica del intuicionismo (Brouwer,
1907; Heyting, 1930) y del constructivismo (Bishop, 1967), que aceptan el argumento
diagonal como una construccidn de un nuevo objeto excluido de la lista, no como una
revelacion de un infinito actual mayor.

3.2. Lainagotabilidad algoritmica del continuo

El significado operativo de la diagonalizacién no es que “hay mas reales que
naturales”. Es que ningun generador finito G puede enumerar el espacio de
sucesiones.

Dada cualquier lista de reglas generadoras computables {G;, G, ...}, el algoritmo
diagonal construye una nueva regla G; que no estaba en el catdlogo previo. La
diagonalizacion es la prueba algoritmica de la inagotabilidad de la complejidad:
ningin programa de longitud finita puede enumerar todas las secuencias posibles sin
que emerja una nueva secuencia no capturada.

Conviene conectar esta inagotabilidad con el teorema “no free lunch” de la
optimizacién: ambos resultados demuestran que ningin generador universal puede
dominar todos los entornos posibles; la maestria consiste en seleccionar el generador
adecuado para el dominio especifico.

Consecuencia para la jerarquia numérica:

Bajo el lente de la complejidad de Kolmogorov y la termodinamica operativa, los
sistemas numéricos no son “conjuntos” en el sentido platénico, sino regimenes de
compresibilidad algoritmica:

Estatuto
Generado Complejidad termodinamic
Sistema rG Escala k Precisionp  K(x) 0
N, Z Contador Finita, p=0 0(1) Cristal a 0 K
/ Sucesor exacta (Exacta) (Entropia 0)
Q (a/b) Division / Acotada p=0 O (log|a| Ciclo
Automata (periodo) (Exacta) + log|b|) termodinamic
finito o (Reversible)
Irracionales Algoritmo Infinita p>0 0(1) Gas ordenado
computables finito potencial (Aprox. 6) (programa); (Baja
(m,e,v/2) 0 (logn) entropia,

(primeros n compresible)

353



digitos)

Incomputable No existe Infinita p>0 ~n (Max. Baho térmico
s (genéricos, G finito actual (finita, aleatoriedad / Ruido
) de Chaitin) (Imposible declarada; ) (Entropia
) exactitud max.)
p=0
inalcanzable
)

Conviene aclarar que la columna “Estatuto termodinamico” usa el vocabulario
Cristal/Gas en sentido metaférico-pedagégico, no como aplicacién literal de los
puentes de la seccién 2 a objetos matematicos que no tienen temperatura ni entropia
fisica.

Consecuencia ontoldgica: Solo operamos en Q y en los irracionales computables. Los
“reales” incomputables son el entorno térmico que fija la cota de precisiéon p
fundamental. La diagonal de Cantor no es una paradoja del infinito; es el teorema que
garantiza que el espacio de generadores posibles es inagotable para cualquier agente
finito.

4. Termodinamica politica: Ashby, Hayek y la teoria de tasa-
distorsion

En el capitulo 27 sometimos el sistema penal carcelario al escrutinio de la
termodinamica de sistemas abiertos. Aqui generalizamos ese analisis a la arquitectura
misma del Estado y el derecho.

4.1. La ley de la variedad requerida de Ashby (1956)

W. Ross Ashby formul6 la ley fundamental de la cibernética: “solo la variedad puede
destruir la variedad”. Para que un controlador pueda regular un sistema, la variedad
interna (capacidad de procesamiento de informacion) del controlador debe ser al
menos igual a la variedad del sistema controlado.

La variedad de un sistema es el logaritmo del nimero de estados distinguibles: V =
log, (estados posibles). Para una sociedad de N agentes con interacciones complejas,
la variedad se aproxima a la entropia conjunta de la red social H (X3, X,, ..., Xy), que
escala con los grados de libertad individuales y la complejidad de sus interacciones.

Aplicacién politica: - La sociedad civil tiene una variedad microscépica inmensa:
Vsociedad ~ H(X1, X3, ..., Xy). - El Estado como controlador central posee un ancho de
banda finito: Vegrago < Vsociedad- - El totalitarismo intenta forzar Vyciedad = Vestado
mediante la prohibicion y la homogeneizacion. Al destruir la variedad interna,
destruye la adaptabilidad del sistema ante crisis externas, colapsando por fragilidad
sistémica. El coste de disipacion social Cg4 (andlogo estructural al principio de
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Landauer: represién, policia, burocracia, terror) excede los recursos del sistema,
llevando a la sociedad al colapso por sobrecalentamiento informacional. Conviene
precisar: no es el limite cuantico kgzTIn2 por bit, sino el coste macroscépico de
mantener el gradiente entropico contra la segunda ley. - El Estado de derecho
constitucional resuelve la ley de Ashby mediante la descentralizacién y Ia
modularidad: el derecho no intenta planificar cada microestado, sino que fija
metarreglas generales, permitiendo que la sociedad procese su propia variedad
localmente.

4.2. El sistema de precios como compresion algoritmica (Hayek, 1945)

En su célebre ensayo The Use of Knowledge in Society, Friedrich Hayek anticip6 la
teoria de la informacién:

¢ El conocimiento de las circunstancias particulares de tiempo y lugar esta disperso
entre millones de agentes (es incomputable centralmente).

e El sistema de precios acttia como un algoritmo de compresiéon con pérdida de
altisima eficiencia: condensa millones de variables microscopicas complejas en
un solo numero escalar: el precio.

e Ningun planificador central necesita conocer el microestado global; el agente
local solo necesita observar el cambio en el precio para adaptar su
comportamiento, ahorrando una cantidad colosal de computo y memoria social.

El mercado es un protocolo de grano grueso espontaneo (Gpacro) que evita que el
planificador central tenga que procesar la entropia microscopica de las necesidades y
recursos de cada individuo.

4.3. El derecho como teoria de tasa-distorsion R(D)

El derecho (un cédigo civil o penal) es un algoritmo de compresion con pérdida.
Intenta tomar la infinita complejidad de las interacciones humanas y comprimirla en
un numero finito de articulos.

Aqui aplicamos la teoria de tasa-distorsion de Shannon (1959). Dado un
presupuesto de bits R (la tasa de procesamiento legal: el ancho de banda procesal y
cognitivo que un tribunal puede dedicar a cada caso en tiempo finito k), ;cudl es la
minima distorsion D (injusticia, pérdida de matiz individual, dafio colateral) que se
puede garantizar?

Conviene operacionalizar la analogia: en el dominio juridico, la “tasa” R no es la
longitud total del cédigo, sino el ancho de banda procesal finito (tiempo judicial, coste
burocratico, capacidad de interpretacion) que el Estado puede dedicar a cada caso. La
“distorsién” D es la brecha inevitable entre la justicia ideal (que requeriria un
conocimiento infinito del microestado individual) y la sentencia macroscépica
aplicada. Exigir D = 0 (justicia perfecta y a la medida) exigiria un ancho de banda
procesal R — oo, colapsando el sistema.
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La funcién tasa-distorsién R(D) establece la relacién éptima exacta entre cuantos bits
se gastan y cuanta fidelidad se pierde. Esto explica de forma rigurosa por qué los
sistemas legales que buscan mayor “justicia individual” (menor distorsiéon D)
requieren necesariamente cuerpos normativos mas extensos y costosos de
administrar.

Conviene precisar un matiz técnico: para fuentes discretas (un conjunto finito de
conductas), R(0) = H(X), la entropia de la fuente, que es finita. La afirmaciéon R(0) =
o se aplica cuando modelamos la conducta humana como fuente continua de
entropia diferencial no acotada, que es el modelo adecuado para la riqueza
fenomenoloégica de la vida social.

Los tres regimenes politicos como motores termodinamicos:

Estrategia de
Régimen compresion Resultado termodinamico
Totalitarismo Compresion  sin  R(0) = oo (para fuente continua) — coste
pérdida (D = 0) de disipacion social infinito — colapso
por sobrecalentamiento
Anarquia Sin  compresion R = o (Ruido) — Cero trabajo util
(Gacro = 1d) (coordinacién imposible)

Democracia liberal Compresion con Motor de Carnot social: maxima
/ Estado de derecho pérdida  oOptima complejidad efectiva (Gell-Mann/Lloyd)
R(D)

Conviene matizar que “la democracia liberal es el disefio termodindmico 6ptimo” es
una eleccion ética informada por la fisica, no una consecuencia deducida de ella. La
preferencia por la autonomia es un principio normativo que este tratado adopta
explicitamente, siguiendo la distincion entre el “es” y el “deber ser” establecida en el
capitulo 27.

La democracia liberal acepta una alta entropia microscépica (libertades individuales,
mercado, privacidad) y utiliza un derecho robusto (Gacro) para extraer trabajo
macroscépico (bienestar, infraestructura), disipando el “calor social” (conflictos) a
través de valvulas de escape institucionales (elecciones, juicios con derecho a defensa,
prensa libre).

4.4. La complejidad efectiva como métrica de salud institucional

Murray Gell-Mann y Seth Lloyd (1996) definieron la complejidad efectiva como la
longitud del esquema comprimido que describe las regularidades no aleatorias de un
sistema.

El objetivo de un sistema legal y de una civilizacién no es minimizar la entropia (lo
que llevaria al estatismo cadavérico), sino maximizar la complejidad efectiva: un
equilibrio 6ptimo entre regularidad institucional predecible (leyes) y libertad
microscopica estocastica (creatividad, innovacién, libre albedrio).
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Un totalitarismo tiene baja entropia pero también baja complejidad (poca
innovacién). Una anarquia tiene alta entropia pero también baja complejidad (puro
ruido aleatorio). La civilizacion dinamica opera en el borde del caos: suficiente orden
para predecir, suficiente desorden para adaptarse.

Conviene anclar este concepto al presupuesto k del Estado: el borde del caos
institucional se alcanza cuando el generador legal G es lo suficientemente complejo
para reducir el sesgo sistémico, pero no tan rigido como para aumentar la varianza
(fragilidad) ante fluctuaciones sociales, operando dentro del presupuesto k del
Estado.

5. La flecha del tiempo unificada: cosmologia = computacion —
derecho

La obra ha ido descubriendo, a lo largo de sus tomos, que la flecha del tiempo tiene
una unica raiz operativa: la hipdtesis del pasado (Penrose, 1989; Albert, 2000) =
estado inicial de baja complejidad efectiva (K < |x|).

Conviene distinguir dos niveles de generadores para comprender la flecha del tiempo:

¢ Nivel 0 (cosmoldgico/fisico): Gfic, = Hamiltoniano / regla de actualizaciéon
causal. Es fijo, inmutable, con precision p = 0. El universo descomprime esta
semilla tnica (hipotesis del pasado).

* Nivel 1+ (emergente: biologia, cognicion, sociedad, matematicas): Gemergente
= generadores nuevos descubiertos o construidos por agentes. Son inagotables
(diagonal de Cantor). La agencia explora el espacio de generadores posibles.

La flecha del tiempo despliega Ggico (descompresion inevitable). La historia humana
explora el espacio de Gemergente (Creacion de novedad algoritmica). Ambos pagan con

kgTIn2 por bit borrado.

5.1. Cosmologia: la descompresion del Big Bang

El universo no camina hacia la muerte térmica porque “ame el desorden”. El universo
camina hacia la muerte térmica porque estd ejecutando, paso a paso, bit a bit, la
descompresion algoritmica de la semilla de baja entropia con la que fue inicializado
en el Big Bang.

La expansiéon cdésmica es el despliegue de la red causal (Tomo V, capitulo 18). El
universo no “tiende al desorden”; tiende a desplegar la informacién comprimida en su
estado inicial. Conviene precisar que esta es una interpretacion fisica coherente con
la hipotesis del pasado, no una consecuencia derivada de los puentes formales de la
seccion 2 con el mismo rigor matematico.
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5.2. Fisica y computacion: los agentes como motores de descompresion

Bajo la ontologia del Tomo V (universo como computador cuantico / red causal), cada
constituyente fisico —un fotdn, un qubit de la red— acttia como un procesador local
que ejecuta el generador fisico fundamental (Ggsico = Hamiltoniano/regla de
actualizacién causal) con recursos cuanticos (k) y precision cuantica (p ~ #), pagando
su existencia con la moneda universal: bits borrados, calor disipado, decisiones
irreversibles. Esta atribuciéon de agencia a la materia fundamental es la hipotesis
interpretativa central del Tomo V (siguiendo a Wheeler, Lloyd y Deutsch), no un hecho
empirico directo.

Cada agente finito —un algoritmo, una célula, un ciudadano— es un procesador local
que paga su existencia con la misma moneda universal: bits borrados, calor disipado,
decisiones irreversibles. La ontologia operativa (G, k, p) no es una teoria mas; es la
contabilidad general de la realidad finita.

5.3. Biologia y sociedad: estructuras disipativas (Prigogine, 1977)

Las civilizaciones no son motores que marchan pasivamente hacia el desorden. Son
estructuras disipativas abiertas lejos del equilibrio:

s dS N d;S

dt  dt = dt’
donde la produccién interna d;S = 0 (segunda ley), pero el flujo externo d,S <0
puede compensarla. La civilizacion construye instituciones, ciencia y tecnologia

(orden local) pagando el peaje termodinamico de disipar calor, residuos y entropia al
medio ambiente planetario y al vacio cosmico.

5.4. Derecho e instituciones: algoritmos de tasa-distorsion

El derecho es un algoritmo de tasa-distorsion R(D) que gestiona la variedad social
(Ashby) minimizando distorsion (injusticia) bajo presupuesto de bits (longitud del
codigo legal).

La muerte térmica cosmica = agotamiento de la semilla inicial - ruido algoritmico
puro (secuencias aleatorias en el sentido de Martin-Lof, cuya complejidad de
Kolmogorov es maxima) = K(x) = |x| — fin de la compresibilidad — fin del trabajo
util - fin de la agencia finita.

6. Tabla canodnica de correspondencias: los cuatro dominios

La siguiente tabla resume la identidad estructural entre los cuatro dominios que
hemos analizado a lo largo de la obra:

G k p S Flecha

Domini
ormhinio (Gener | (Escala/Recurs | (Precision/R | (Entropia del
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ador) 0s) esolucion) /Coste) tiempo
Entropia Exginm
Hamilt de causal /
Fisica oniano | Accion /Nodos | Longitud de | Boltzman Descom
fundamental / Red causales Planck / h n / Area resién
causal de P :
. del Big
horizonte
Bang
Algorit Compleji Desplieg
Lo & Tiempo de Digitos / pe) ue de la
Matematica/Com | mo / . : dad de
<. computo / Tolerancia de computa
putacion Progra . Kolmogor s
i Memoria error ov K (x) cion
(PTO)
Relajacio
Grano Entropia | nhacia
Termodinamica/ | grueso Grados de Resolucion de equilibri
< & libertad N / instrumental | Shannon 0
Informacion / . . .,
Medida Memoria Ax / Bits (Hipotes
faltantes is del
pasado)
Historia
Constit ., Variedad / .
ucion / Resolucion no Aprendi
Sistema Codico Kestado legal / gobernad zaje
social/derecho | |- alg/ = (Kieg, Kjud, kpo| Distorsién a/ instituci
52 tolerada D Conflicto onal /
Precios s .
/ Friccion | Evolucié
n

Conviene ser explicitos sobre el estatus de esta tabla. Las tres primeras columnas
(fisica, matematica/computacién, termodindmica/informaciéon) son identidades
cuantitativas demostradas en la seccién 2 mediante los puentes formales. La cuarta
columna (sistema social/derecho) extiende esa gramatica por analogia estructural
rigurosa, no por demostracion directa, tal como se explicité en el capitulo 27. La tabla
es el mapa de un programa de investigacion abierto: las tres primeras columnas
resueltas, la cuarta como la frontera de trabajo futuro de la obra.

Esta tabla no es una mera analogia poética. Es la demostracion de que la misma
gramatica (G, k, p) gobierna la fisica, la matematica y la informacion, y de que la
politica y el derecho pueden traducirse a esa gramatica mediante extensiones
estructurales rigurosas.
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7. Conclusion: el universo como descompresion controlada

Hemos llegado al final del camino.

En el Tomo I, develamos la ilusién del infinito actual en la légica y la matematica.
Demostramos que los numeros no son objetos platonicos, sino estados
instrumentados producidos por generadores finitos.

En el Tomo II, reconstruimos la aritmética sobre secuencias finitas de marcas,
mostrando que las operaciones son procesos con costes computacionales explicitos.

En el Tomo III, reconstruimos el analisis sobre mddulos de convergencia, eliminando
los limites asintdticos inalcanzables.

En el Tomo IV, mostramos que el algebra es generadores de simetria, no conjuntos
completados.

En el Tomo V, demostramos que la fisica entera —desde el colapso cuadntico hasta la
gravedad entropica, desde la red causal hasta el universo como computador
cuantico— es la gestion de informacion bajo restricciones finitas.

En el Tomo VI, aplicamos la misma gramatica a la epistemologia: la ciencia como
institucion de mediciones finitas, la estadistica sin poblaciones infinitas, la
probabilidad como frecuencia finita, la légica como lenguaje del agente finito, la
pedagogia como termodinamica de la cognicion, y el derecho como algoritmo de tasa-
distorsidn.

Y ahora, en este epilogo, hemos demostrado que todos estos dominios son
manifestaciones de la misma ley:

El universo no tiende al desorden; tiende a desplegar la informacion comprimida en su estado inicial.

La fisica, la matematica, la biologia y la historia humana son las capas de esta descompresion.

Cada agente finito —un fotdn, un algoritmo, una célula, un ciudadano— es un procesador local que paga
su existencia con la moneda universal: bits borrados, calor disipado, decisiones irreversibles.

La ontologia operativa (G, k, p) no es una teoria mas; es la contabilidad general de la realidad finita.
Conviene precisar que “descompresiéon controlada” no implica un control teleolégico

externo; se refiere a la ejecucién de generadores finitos por agentes locales, cada uno
pagando su coste de disipacion.

La matematica clasica (ZFC) es una herramienta legitima para la exploracion
abstracta. Pero cuando se aplica al mundo fisico sin declarar sus supuestos, comete
una reificacion: trata a los infinitos como si fueran objetos completados, a las
poblaciones como si fueran conjuntos infinitos, a los espacios de probabilidad como si
fueran totalidades dadas.

La ontologia operativa restaura la honestidad:

e Todo generador G debe ser finito.

360



¢ Toda escala k debe ser presupuestada.

e Toda precision p debe ser declarada.

e Toda operacion debe terminar (PTO).

e Ningun proceso infinito puede ser tratado como objeto (ANR).

Esta no es una matematica empobrecida. Es una matematica honesta: una
matematica que reconoce que el agente es finito, que los recursos son limitados, que
los limites son inalcanzables, y que toda garantia es finita.

La dignidad humana, bajo la luz de esta obra, no es una abstracciéon metafisica. Es una
eleccion ética informada por el reconocimiento termodinamico y cibernético de que
ningun agente finito tiene el derecho moral de aislar, pausar y destruir la
estructura disipativa de otro ser humano.

La educacion es la forja de la baja entropia algoritmica interna que hace posible la
libertad externa.

La justicia es la reparacién de la red social mediante la transferencia de variedad
reguladora.

La ciencia es la institucion de agentes finitos que verifican mutuamente sus
mediciones.

Y el universo es la descompresion controlada de una semilla de baja entropia,
ejecutada por agentes finitos que pagan su existencia con el calor que vierten al vacio.

Esta es la gramatica universal de los sistemas finitos.

Esta es la ontologia operativa.

361



Referencias bibliograficas

Arrow, K. J. (1951). Social Choice and Individual Values. New York: Wiley.

Ashby, W. R. (1956). An Introduction to Cybernetics. London: Chapman & Hall.

Beer, S. (1979). The Heart of Enterprise. Chichester: Wiley.

Beer, S. (1985). Diagnosing the System for Organizations. Chichester: Wiley.
Bekenstein, . D. (1973). Black holes and entropy. Physical Review D, 7(8), 2333-2346.

Bennett, C. H. (1973). Logical reversibility of computation. IBM Journal of Research and
Development, 17(6), 525-532.

Bennett, C. H. (1982). The thermodynamics of computation—a review. International
Journal of Theoretical Physics, 21(12), 905-940.

Bishop, E. (1967). Foundations of Constructive Analysis. New York: McGraw-Hill

Boltzmann, L. (1877). Uber die Beziehung zwischen dem zweiten Hauptsatze der
mechanischen Warmetheorie und der Wahrscheinlichkeitsrechnung respektive den
Satzen iiber das Warmegleichgewicht. Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der
Wissenschaften, Mathematisch-Naturwissenschaftliche Classe, 76, 373-435.

Braithwaite, ]. (1989). Crime, Shame and Reintegration. Cambridge: Cambridge
University Press.

Brouwer, L. E. ]. (1907). Over de grondslagen der wiskunde [On the foundations of
mathematics]. Doctoral dissertation, University of Amsterdam.

Cantor, G. (1874). Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen
Zahlen. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 77, 258-262.

Cantor, G. (1891). Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre.
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1, 75-78.

Church, A. (1932). A set of postulates for the foundation of logic. Annals of
Mathematics, 33(2), 346-366.

Church, A. (1936). An unsolvable problem of elementary number theory. American
Journal of Mathematics, 58(2), 345-363.

Clemmer, D. (1940). The Prison Community. Boston: Christopher Publishing House.
Coase, R. H. (1937). The nature of the firm. Economica, 4(16), 386-405.
Coase, R. H. (1960). The problem of social cost. Journal of Law and Economics, 3, 1-44.

Cook, S. A. (1971). The complexity of theorem-proving procedures. In Proceedings of
the Third Annual ACM Symposium on Theory of Computing (pp. 151-158).

362



Crooks, G. E. (1999). Entropy production fluctuation theorem and the nonequilibrium
work relation for free energy differences. Physical Review E, 60(3), 2721-2726.

Curry, H. B. (1934). Functionality in combinatory logic. Proceedings of the National
Academy of Sciences of the United States of America, 20(11), 584-590.

Dedekind, R. (1872). Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig: Vieweg.
Dedekind, R. (1888). Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig: Vieweg.

De Finetti, B. (1937). La prévision: ses lois logiques, ses sources subjectives. Annales
de I'Institut Henri Poincaré, 7(1), 1-68.

Deutsch, D. (1985). Quantum theory, the Church-Turing principle and the universal
quantum computer. Proceedings of the Royal Society of London A, 400(1818), 97-117.

Dirac, P. A. M. (1928). The quantum theory of the electron. Proceedings of the Royal
Society of London A, 117(778), 610-624.

Efron, B. (1979). Bootstrap methods: Another look at the jackknife. The Annals of
Statistics, 7(1), 1-26.

Einstein, A. (1915). Die Feldgleichungen der Gravitation. Sitzungsberichte der
Koniglich PreufSischen Akademie der Wissenschaften, 844-847.

Euclid. (c. 300 BCE). Elements.
Feyerabend, P. (1975). Against Method. London: New Left Books.

Fisher, R. A. (1922). On the mathematical foundations of theoretical statistics.
Philosophical Transactions of the Royal Society of London A, 222, 309-368.

Frege, G. (1884). Die Grundlagen der Arithmetik. Breslau: Koebner.

Friston, K. (2006). A free energy principle for the brain. Journal of Physiology-Paris,
100(1-3), 70-87.

Friston, K. (2010). The free-energy principle: a unified brain theory? Nature Reviews
Neuroscience, 11(2), 127-138.

Fuller, L. L. (1964). The Morality of Law. New Haven: Yale University Press.

Gandy, R. (1980). Church’s thesis and principles for mechanisms. In J. Barwise, H. ].
Keisler, & K. Kunen (Eds.), The Kleene Symposium (pp. 123-148). Amsterdam: North-
Holland.

Gell-Mann, M., & Lloyd, S. (1996). Information measures, effective complexity, and
total information. Complexity, 2(1), 44-52.

Gentzen, G. (1934). Untersuchungen iiber das logische Schliefden. Mathematische
Zeitschrift, 39(1), 176-210.

363



Gigerenzer, G. (2001). Adaptive Thinking: Rationality in the Real World. Oxford: Oxford
University Press.

Girard, J.-Y. (1987). Linear logic. Theoretical Computer Science, 50(1), 1-101.

Godel, K. (1931). Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme I. Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 38(1), 173-198.

Hart, H. L. A. (1961). The Concept of Law. Oxford: Clarendon Press.
Hawking, S. W. (1974). Black hole explosions? Nature, 248(5443), 30-31.

Hawking, S. W. (1975). Particle creation by black holes. Communications in
Mathematical Physics, 43(3), 199-220.

Hayek, F. A. (1945). The use of knowledge in society. The American Economic Review,
35(4), 519-530.

Heisenberg, W. (1927). Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen
Kinematik und Mechanik. Zeitschrift ftir Physik, 43(3-4), 172-198.

Heyting, A. (1930). Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik. Sitzungsberichte
der PreufSischen Akademie der Wissenschaften, Physikalisch-Mathematische Klasse, 42—
56,57-71,158-169.

Hilbert, D. (1920s). Hilbert’s program. (Various lectures and publications, see
Gesammelte Abhandlungen).

Hoeffding, W. (1963). Probability inequalities for sums of bounded random variables.
Journal of the American Statistical Association, 58(301), 13-30.

Howard, W. A. (1969). The formulae-as-types notion of construction. (Unpublished
manuscript; published in 1980 in To H.B. Curry: Essays on Combinatory Logic, Lambda
Calculus and Formalism, ]. P. Seldin & ]. R. Hindley, Eds., pp. 479-490. New York:
Academic Press).

Hume, D. (1739-1740). A Treatise of Human Nature. London.

Jacobson, T. (1995). Thermodynamics of spacetime: The Einstein equation of state.
Physical Review Letters, 75(7), 1260-1263.

Jarzynski, C. (1997). Nonequilibrium equality for free energy differences. Physical
Review Letters, 78(14), 2690-2693.

Jaynes, E. T. (1957). Information theory and statistical mechanics. Physical Review,
106(4), 620-630.

Kant, I. (1781). Kritik der reinen Vernunft. Riga: Hartknoch.

Kolmogorov, A. N. (1933). Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Berlin:
Springer.

364



Kolmogorov, A. N. (1965). Three approaches to the quantitative definition of
information. Problems of Information Transmission, 1(1), 1-7.

Kuhn, T. S. (1962). The Structure of Scientific Revolutions. Chicago: University of
Chicago Press.

Landauer, R. (1961). Irreversibility and heat generation in the computing process. IBM
Journal of Research and Development, 5(3), 183-191.

Laplace, P.-S. (1814). Essai philosophique sur les probabilités. Paris: Courcier.
Latour, B. (1987). Science in Action. Cambridge, MA: Harvard University Press.

Leibniz, G. W. (various manuscripts). Mathesis universalis; correspondence with Des
Bosses (1704-1706).

Lloyd, S. (2002). Computational capacity of the universe. Physical Review Letters,
88(23),237901.

Locke, J. (1689). An Essay Concerning Human Understanding. London.
Luhmann, N. (1993). Das Recht der Gesellschaft. Frankfurt: Suhrkamp.

Margolus, N., & Levitin, L. B. (1998). The maximum speed of dynamical evolution.
Physica D, 120(1-2), 188-195.

Markov, A. A. (1954). Theory of algorithms. Moscow: Academy of Sciences of the USSR.
(English translation: Jerusalem: Israel Program for Scientific Translations, 1961).

Martin-Lof, P. (1972). An intuitionistic theory of types. (Manuscript; later published in
various forms).

Martin-Lof, P. (1984). Intuitionistic Type Theory. Naples: Bibliopolis.
Maturana, H. R., & Varela, F.]. (1972). Autopoiesis and Cognition. Dordrecht: Reidel.

Neyman, J. (1934). On the two different aspects of the representative method: The
method of stratified sampling and the method of purposive selection. Journal of the
Royal Statistical Society, 97(4), 558-625.

Neyman, ]., & Pearson, E. S. (1933). On the problem of the most efficient tests of
statistical hypotheses. Philosophical Transactions of the Royal Society of London A, 231,
289-337.

Newton, I. (1687). Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. London.

Noether, E. (1918). Invariante Variationsprobleme. Nachrichten von der Gesellschaft
der Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch-Physikalische Klasse, 235-257.

Ostrom, E. (1990). Governing the Commons. Cambridge: Cambridge University Press.

Penrose, R. (1965). Gravitational collapse and space-time singularities. Physical
Review Letters, 14(3), 57-59.

365



Penrose, R. (1989). The Emperor’s New Mind. Oxford: Oxford University Press.
Poincaré, H. (1902). La science et I’'hypothese. Paris: Flammarion.

Popper, K. R. (1934). Logik der Forschung. Vienna: Springer.

Prigogine, I. (1977). Time, structure, and fluctuations. Science, 201(4358), 777-785.

Rissanen, J. (1978). Modeling by shortest data description. Automatica, 14(5), 465-
471.

Rorty, R. (1979). Philosophy and the Mirror of Nature. Princeton: Princeton University
Press.

Russell, B. (1903). The Principles of Mathematics. Cambridge: Cambridge University
Press.

Sajarov, A. D. (1967). Vacuum quantum fluctuations in curved space and the theory of
gravitation. Doklady Akademii Nauk SSSR, 177, 70-73.

Schmidhuber, J. (2006). Developmental robotics, optimal artificial curiosity, creativity,
music, and the fine arts. Connection Science, 18(2), 173-187.

Shafer, G., & Vovk, V. (2001). Probability and Finance: It’s Only a Game! New York:
Wiley.

Shannon, C. E. (1948). A mathematical theory of communication. The Bell System
Technical Journal, 27(3), 379-423; 27(4), 623-656.

Simon, H. A. (1956). Rational choice and the structure of the environment.
Psychological Review, 63(2), 129-138.

Sorkin, R. D. (1987). Causal sets: Discrete gravity. In Proceedings of the 1987 Banff
Summer School on Gravitation.

Stern, 0., & Gerlach, W. (1922). Der experimentelle Nachweis der
Richtungsquantelung im Magnetfeld. Zeitschrift fiir Physik, 9(1), 349-352.

Stevin, S. (1585). De Thiende. Leiden.

Szilard, L. (1929). Uber die Entropieverminderung in einem thermodynamischen
System bei Eingriffen intelligenter Wesen. Zeitschrift fiir Physik, 53(11-12), 840-856.

Turing, A. M. (1936). On computable numbers, with an application to the
Entscheidungsproblem. Proceedings of the London Mathematical Society, 42(2), 230-
265.

Valiant, L. G. (1984). A theory of the learnable. Communications of the ACM, 27(11),
1134-1142.

Van Fraassen, B. C. (1980). The Scientific Image. Oxford: Clarendon Press.

366



Vapnik, V. N., & Chervonenkis, A. Y. (1971). On the uniform convergence of relative
frequencies of events to their probabilities. Theory of Probability and Its Applications,
16(2), 264-280.

Verlinde, E. P. (2010). On the origin of gravity and the laws of Newton. Journal of High
Energy Physics, 2010(4), 29. (arXiv:1001.0785).

Von Foerster, H. (1974). On constructing a reality. In Proceedings of the International
Conference on Environmental Design Research.

Von Mises, R. (1919). Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Mathematische
Zeitschrift, 5(1-2), 52-99.

Von Neumann, J. (1932). Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik. Berlin:
Springer.

Vygotsky, L. S. (1934). Myshlenie i rech [Thought and language]. Moscow: Sotsekgiz.

Watts, D. ], & Strogatz, S. H. (1998). Collective dynamics of ‘small-world’ networks.
Nature, 393(6684), 440-442.

Weyl, H. (1918). Das Kontinuum. Leipzig: Veit.

Wheeler, ]J. A. (1989). Information, physics, quantum: The search for links. In
Proceedings of the 3rd International Symposium on Foundations of Quantum Mechanics.

Whitehead, A. N. (1929). Process and Reality. New York: Macmillan.

Wolpert, D. H., & Macready, W. G. (1997). No free lunch theorems for optimization.
IEEE Transactions on Evolutionary Computation, 1(1), 67-82.

Zeh, H. D. (1970). On the interpretation of measurement in quantum theory.
Foundations of Physics, 1(1), 69-76.

Zurek, W. H. (1981). Pointer basis of quantum apparatus: Into what mixture does the
wave packet collapse? Physical Review D, 24(6), 1516-1525.

Zurek, W. H. (2003). Decoherence, einselection, and the quantum origins of the
classical. Reviews of Modern Physics, 75(3), 715-775.

367



Atribucién/Reconocimiento 4.0 Internacional

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

®

Usted es libre de:

1.

Compartir — copiar y redistribuir el material en cualquier medio o formato
para cualquier propdsito, incluso comercialmente.

Adaptar — remezclar, transformar y construir a partir del material para
cualquier proposito, incluso comercialmente.

La licenciante no puede revocar estas libertades en tanto usted siga los
términos de la licencia

Bajo los siguientes términos:

1.

Atribucion — Usted debe dar crédito de manera adecuada, brindar un enlace
a la licencia, e indicar si se han realizado cambios . Puede hacerlo en cualquier
forma razonable, pero no de forma tal que sugiera que usted o su uso tienen el
apoyo de la licenciante.

No hay restricciones adicionales — No puede aplicar términos legales
ni medidas tecnologicas que restrinjan legalmente a otras a hacer cualquier uso
permitido por la licencia.

368


https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.es#ref-appropriate-credit
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.es#ref-indicate-changes
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.es#ref-technological-measures

